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TEXTGRUNDLAGE WEBSEITE
» Jon BARWISE & John ETCHEMENDY, » Die Folien zur Vorlesung finden Sie unter:
Sprache, Beweis und Logik. www.uni-bonn.de /www /IPHIL / Mitarbeiter/
Band I: Aussagen- und Pridikatenlogik, Bromand/Materialien.html
Paderborn: Mentis 2005. » Dort finden Sie auch Musterlésungen zu aus-
= Begleitende Software (Anschaffung optional): gesuchten Ubungsaufgaben. Die Losungen
Jon BARWISE & John ETCHEMENDY, sind mit einem Passwort geschiitzt.
Sprache, Beweis und Logik. CD-ROM, = Weitere Losungshinweise finden Sie auf der
Paderborn: Mentis Verlag 2006. Language, Proof and Logic-Seite (Link auf
der Vorlesungsseite).
3 4
ANMELDUNG TUTORIEN
» Zur Vorlesung und dem Tutorium miissen Sie = Begleitend zur Vorlesung werden zwei Tuto-
sich auf elektronischem Wege anmelden! rien angeboten, in denen die Ubungsaufgaben
» Die Nachmeldephase fiir diejenigen, die sich besprochen, Vorlesungsinhalte vertieft und
in der ersten und zweiten Anmeldephase aus Fragen beantwortet werden:
technischen Griinden nicht anmelden konn- » Tutorium 1:
ten, ist am 3. und 4. Dezember. Siehe auch Mi. 10-12, HS IX
www.uni-bonn.de/www /IPHIL.html « Tutorium 2:
unter ,,Allgemeine Hinweise zu den Lehrver- Di. 8-10, Institut fiir Philosophie,
anstaltungen des BA-Studiengangs*. GroBer Ubungsraum
5 6
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LOGIK-SPRECHSTUNDE

= Logik-Sprechstunde:
Mo. 13-14, Institut fiir Philosophie, Raum
1.092. Hier besteht die Moglichkeit, auf indi-
viduelle Schwierigkeiten einzugehen, die im
Rahmen der Tutorien nicht ausgerdumt wer-
den konnten.

= Allgemeine Sprechstunde:
Fr. 14-15 und nach Vereinbarung, Institut fiir
Philosophie, Raum 1.092.

KLAUSUR & LEISTUNGSPUNKTE

Fiir die Veranstaltung werden Leistungspunk-
te wie folgt vergeben:

» Vorlesung: 3 LP (regelméBige Teilnahme)

» Tutorium: 3 LP (aktive Teilnahme =
regelmiBiges Abgeben von Ubungszetteln)

» Klausur: 1 LP (bei Bestehen); die Abschluss-
klausur findet statt am: 4. Februar 2009
(Termin der letzten Vorlesung).

MobpuL LoGIK & GRUNDLAGEN

* Das Modul Logik & Grundlagen besteht aus
der Vorlesung Einfithrung in die Logik sowie
einer weiteren Veranstaltung, die im Sommer-
semester angeboten wird.

= Dabei kann es sich um einen Logik-Kurs fiir
Fortgeschrittene handeln, ein Seminar zur Ge-
schichte der Logik, zu sog. philosophischen
Logiken (Ergdnzungen oder Alternativen zur
klass. Logik), zur Sprachphilosophie oder zu
Logik-nahen Texten (z.B. Frege, Wittgenstein).

» Die Abschlussklausur des Moduls (zum Ende
des Sommersemesters) besteht je zur Halfte
aus Fragen zum Seminar im Sommersemester
und Fragen zur Vorlesung.

10

LOGIK & ARGUMENTATION

» In der Philosophie wie in vielen anderen
Wissenschaften spielt das Argumentieren
eine wesentliche Rolle.

* Um die Wahrheit einer Behauptung (der sog.
Konklusion des Argumentes) zu stiitzen, wer-
den dabei andere Behauptungen angefiihrt
(die sog. Priamissen des Argumentes), welche
die Konklusion stiitzen sollen.

= ,Da also die Sittlichkeit einen Einfluss
auf unsere Handlungen und Neigungen hat,
ergibt sich, dass sie nicht aus der Vernunft
allein hergeleitet werden kann.
Denn die Vernunft allein kann, wie wir
schon bewiesen haben, niemals einen solchen
Einfluss haben.“

Aus: David Hume, Treatise on Human Understanding

12
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» Die Wahrheit der Pramissen garantiert dabei
die Wahrheit der Konklusion, wenn letztere
aus den Pramissen folgt.

Dabei folgt eine Behauptung B aus den
Aussagen Ay, ..., A, genau dann, wenn es
nicht moglich ist, dass Ay, ..., A, alle wahr
sind, B aber falsch ist.

Dies ist der klassische Begriff der logischen
Folgerung, der bereits auf ARISTOTELES Zu-
riickgeht. Hauptanliegen der Logik ist die
Kldrung dieses Begriffs.

» Fiir umgangssprachliche Sétze ist es dabei
nicht immer leicht festzustellen, ob eine
gegebene Behauptung aus anderen Aussagen
folgt.

» Daher greift man auf iiberschaubare kiinstli-
che bzw. sog. formale Sprachen zuriick, in de-
nen leichter festgestellt werden kann, ob ein
Satz aus anderen folgt.

14

= Die Frage, ob eine umgangssprachliche
Behauptung B aus anderen umgangssprach-
lichen Aussagen Ay, ..., A, folgt, kann dann
indirekt in Angriff genommen werden:

» Die umgangssprachlichen Sitze werden
zunichst in die formale Sprache iibersetzt,
in der dann festgestellt werden kann, ob die
formalsprachliche Entsprechung von B aus
den Ubersetzungen von A,, ..., A, folgt.

PL1

» Unter PLI (Pradikatenlogik erster Stufe) ver-
steht man eine Familie formaler bzw. kiinstli-
cher Sprachen. Diese Sprachen verfiigen {iber
ein sog. nicht-logisches Vokabular, mit dem die
einfachsten Sétze dieser Sprachen, die sog.
atomaren Siitze, gebildet werden.

= Mit atomaren Sitzen kann eine Eigenschaft
von einem Objekt ausgesagt oder behauptet
werden, dass eine Relation zwischen zwei oder
mehreren Objekten besteht.

16

= PL1-Sprachen unterscheiden sich nur in ihrem
nicht-logischen Vokabular. Allen PL1-Spra-
chen gemeinsam ist das sog. logische Vokabu-
lar, mit dem komplexe Sitze aus einfacheren
Teilsétzen gebildet werden kénnen.

» Im Folgenden beschéftigen wir uns zunéchst
nur mit dem nicht-logischen Vokabular.

» Das nicht-logische Vokabular einer PL1-
Sprache setzt sich aus folgenden Bestandteilen
zusammen (nicht jede PL1-Sprache muss aller-
dings iiber alle Ausdrucksarten verfiigen):

» . Terme
(i) Eigennamen (Individuenkonstante)
(ii) Funktionsausdriicke

= 2. Pridikate

18
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EIGENNAMEN

= Eigennamen bzw. Individuenkonstanten einer
PL1-Sprache dhneln umgangssprachlichen Ei-
gennamen: Sie bezeichnen einzelne Objekte.

» Im Gegensatz zur Umgangssprache gibt es
im Rahmen von PL1-Sprachen jedoch keine
Eigennamen (wie etwa Pegasus), die kein
Objekt bezeichnen.

» Im Gegensatz zur Umgangssprache kommt in
PL1-Sprachen auch kein mehrdeutiger Eigen-
name vor, der verschiedene Objekte benennt.

Allerdings ist es im Rahmen von PL1-Spra-
chen moglich, dass ein Objekt verschiedene
Eigennamen besitzt. Auch muss nicht jedes
Objekt einen Namen tragen.

20

PRADIKATE

» Préddikate driicken Eigenschaften von einzel-
nen Objekten aus oder Relationen bzw.
Beziehungen, die zwischen zwei oder
mehreren Objekten bestehen.

= Préadikate entsprechen damit deutschen
Ausdriicken wie ist rot, lauft schnell, ist ein
Flugzeug und auch Ausdriicken wie ist grofler
als, sind miteinander verheiratet.

» Wie im Deutschen besitzen Pradikate einer
PL1-Sprache eine bestimmte Stelligkeit. Damit
bezeichnet man die Anzahl der Argumente,
die man bendétigt, um mit dem Pridikat einen
vollstindigen Satz bilden zu konnen.

= So sind etwa ist rot, lduft schnell, ist ein Flug-
zeug einstellig, ist grofier als, sind miteinander
verheiratet hingegen zweistellig.

22

» Im Gegensatz zu den umgangssprachlichen

Entsprechungen von Préidikaten sind Pradi-
kate einer PL1-Sprache nicht vage.
Vage Prédikate besitzen unscharfe Grenzen,
so dass in bestimmten Grenzfillen nicht klar
ist, ob das Pradikat noch auf den Fall zutrifft
oder nicht.

KLOTZCHENWELT & -SPRACHE

» Ein besonders einfaches Beispiel einer PL1-
Sprache ist die Klotzchensprache, auf die wir
zu Zwecken der Veranschaulichung immer
wieder zuriickkommen werden.

= Mit der Kl6tzchensprache beschreiben wir
Spielzeug-,Welten‘. Dabei handelt es sich um
Schachbretter, auf denen Wiirfel, Tetraeder
und Dodekaeder in drei GréBen (grofl — mit-
tel — klein) vorzufinden sind:

24
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» Beispiel einer Klotzchenwelt: = Aus der Vogelperspektive betrachtet sieht
diese Welt folgendermafBen aus. Einigen
Objekten wurden in dieser Ansicht bereits
Namen zugewiesen.

» Tet(a) a ist ein Tetraeder » SameCol(a, b) aistin derselben Spalte wie b
Cube(a) a ist ein Wiirfel SameRow(a, b) aist in derselben Zeile wie b
Dodec(a) a ist ein Dodekaeder Adjoins(a, b) aund b sind benachbart
Small(a) a ist klein LeftOf(a, b) a ist ,links von‘ b
Medium(a)  a ist mittelgrof3 RightOf(a, b) a ist ,rechts von‘ b
Large(a) a ist grof FrontOf(a, b) aist vor‘ b

= SameSize(a, b)  aist genauso groB wie b BackOf(a, b) aist hinter* b
SameShape(a, b) a hat dieselbe Form wie b = Between(a, b, c)

Larger(a, b) a ist groBer als b a, b und c befinden sich in derselben Zeile,
Smaller(a, b) a ist kleiner als b Spalte oder Diagonale, und a liegt zwischen
bund ¢
27 28

ATOMARE SATZE = Bei der Notation von Sitzen ist die Reihen-

folge entscheidend. Larger(a, b) besagt etwas

» Die einfachsten Satze einer PL1-Sprache hei- vollig anderes als Larger(b, a).

Ben atomare Sitze. Sie setzen sich zusammen
aus einem n-stelligen Pradikat und n-vielen
Termen.

» Man verwendet in der Regel die sog. Prifix-
Notation, d.h. man schreibt das Pradikat vor

die (eingeklammerten und durch Kommata
» Zu den Sitzen der Klotzchensprache zéhlen getrennten) Argumente: Between(a, b, c)

so etwa die Folgenden:

= Im Fall 1 ita ich =
Tet(a); Smaller(a, a): Between(a, b, c) m Falle des Identitétszeichens = verwendet

. . . man allerdings zumeist die sog. Infix-Notation,
» Keine Sétze sind hingegen: d.h. man schreibt = zwischen und nicht vor die
Dodec(Dodec(a)); Smaller(a); Between(a, b) Argumente—also a = b anstelle von =(a, b).
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» Mit einem atomaren Satz behauptet man, dass
die fragliche Beziehung zwischen den benann-
ten Objekten besteht bzw. dass das benannte
Objekt die ausgedriickte Eigenschaft besitzt.

= Sitze sind wahr oder falsch, je nachdem,
ob die durch das Préadikat ausgedriickte
Beziehung zwischen den benannten Objekten
besteht bzw. (im Falle eines einstelligen
Prédikats) ob die ausgedriickte Eigenschaft
auf das benannte Objekt zutrifft.

» Man sagt auch, ein wahrer Satz habe den
Wahrheitswert WAHR, ein falscher den
Wahrheitswert FALSCH.

32

ALLGEMEINE SPRACHEN
ERSTER STUFE

= Wenn wir philosophische Argumente in eine
Sprache der PL1 iibersetzen wollen, hilft uns
die Klotzchensprache natiirlich nicht weiter.

* In solchen Fillen miissen wir selbst geeignete
Pradikate und Terme finden und somit eine
neue PL1-Sprache entwickeln.

» Dabei diirfen wir beliebigen Objekten
(in einem weiten Sinne des Wortes) Namen
geben—etwa auch Zeitpunkten, Orten usw.

» Im Allgemeinen sollten moglichst wenig Pra-
dikate neu eingefiihrt werden, so dass etwa bei
der Ubersetzung von Hans ist grofer als Peter
ein flexibleres Pradikat wie GroBerAls(x, y)
einem eher unflexiblen Pradikat wie
GroBerAlsPeter(x) vorzuziehen ist.

= Anderenfalls miisste bei der Ubersetzung von
Max ist grofler als Hans ein weiteres Pridikat
GroBerAlsHans(x) eingefiihrt werden.

34

FUNKTIONSSYMBOLE

» In manchen PL1-Sprachen gibt es neben
Eigennamen noch weitere, komplexe Terme,
mit denen atomare Sétze gebildet werden
konnen.

» Diese Terme werden mit Hilfe von Funktions-
ausdriicken wie vater oder mutter gebildet: So
sind vater(anne) und mutter(max) die PL1-
Entsprechungen der umgangssprachlichen
Ausdriicke der Vater von Anne und die Mutter
von Max.

» Wendet man einen (einstelligen) Funktions-
ausdruck auf einen Term an, ergibt sich ein
neuer Term, der sich—wie Eigennamen
auch—auf genau ein Objekt bezieht.

» Der (einstellige) Funktionsausdruck vater ist
daher nicht mit dem (zweistelligen) Relations-
ausdruck VaterVon zu verwechseln.

= VaterVon(hans, anne) ist ein (wahrer oder
falscher) Satz und kein Term, der auf ein
Objekt referiert!

36
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» Funktionsausdriicke konnen auf beliebige
Terme (auch auf komplexe) angewendet
werden. So bezieht sich etwa der Term
vater(vater(anne)) auf Annes Grofivater
vaterlicherseits und vater(mutter(anne))
auf Annes Grofvater miitterlicherseits.

» Eine entsprechende Iterierung von Priadikaten
ist demgegeniiber nicht moglich:
VaterVon(VaterVon(hans, anne)) ist weder
ein Term noch ein wohlgeformter Satz!

» Um Verwechslungen vorzubeugen, werden
Namen und Funktionsausdriicke klein,
Pradikate hingegen grof3 geschrieben.

» Neben den obigen einstelligen gibt es auch
n-stellige Funktionsausdriicke, die auf n-viele
Terme angewandt werden miissen, damit ein
neuer Term resultiert.

38

WEITERE BEISPIELE VON
PL1-SPRACHEN

= Ein bekanntes Beispiel einer PL1-Sprache ist
die Sprache der Mengentheorie. Diese verfiigt
iiber zwei zweistellige Pradikatsymbole, ndm-
lich = und das Elementsymbol €.

= Beide Symbole werden in Infix-Notation
verwendet (also a € b anstelle von €(a, b)).

» Ein weiteres Beispiel ist die Sprache der
Arithmetik, mit der wir iiber natiirliche
Zahlen 0,1,2,3, ... sprechen.

» Diese Sprache kann wie folgt spezifiziert wer-
den: Sie verfiigt iiber die zwei Namen O und 1,
die beiden zweistelligen Relationssymbole =
und <, sowie iiber die beiden zweistelligen
Funktionssymbole + und x.

» Mit Hilfe dieses Vokabulars kann jede Zahl
durch einen Term bezeichnet werden: 0, 1,
I+, (1+H)+D,(L+H)+1)+1),...

40

UBUNGEN

= Bitte bis zur nichsten Sitzung vorbereiten:
Kap. 2 Die Logik atomarer Siitze (Kap. 1
Atomare Sitze ggf. noch nachbereiten)!

» Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben
16sen und beim Tutor abgeben:

1.3,1.4,1.8,1.9,1.12,1.16,1.20,1.22

= Losen Sie 1.3 und 1.4 ohne Software; im Falle
von 1.3 konnen Sie die gesuchte Welt mit ei-
nem 8 x 8-Raster darstellen (Vordruck auf
der Internet-Seite der Vorlesung!).

41

» Empfehlenswert ist es (aber optional), zusitz-
lich noch folgende Aufgaben zu l8sen:

1.17,1.18,1.19,1.21

» Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (ebenfalls optional!) auch die Aufgaben
1.1,1.2 und 1.5 bearbeiten!

42
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VORLESUNG 2

» Argumente 3
= Giiltige vs. korrekte Argumente 6
» Informelle Beweise 14

= Beweise mit anderen Pradikaten und
Relationen 23

2. Bromag = Formale Beweise 29

EINFUHRUNG IN DIE LOGIK » Wie man zeigt, dass etwas nicht folgt 36

VORLESUNG 2 = Konstruktion eines Beweises 39
= Ubungen 41

ARGUMENTE » Wendungen wie weil, immerhin, denn und
schlieflich deuten demgegeniiber oft auf
Pramissen eines Argumentes hin.

» Ein Argument ist eine Folge von Aussagen, in
der eine Aussage (die sog. Konklusion) aus
anderen Aussagen (den sog. Primissen) folgen
oder durch diese zumindest gestiitzt werden
soll.

* Im Rahmen dieses Kurses sollen Argumente
der Ubersichtlichkeit halber im sog. Fitch-
Format notiert werden (nach dem Logiker
Frederic FiTcH). Dabei werden Pramissen und
Konklusion graphisch durch einen kleinen
horizontalen Strich, den sog. Fitch-Balken
getrennt:

* In der Umgangssprache werden Konklusionen
von Argumenten hiufig durch Wendungen wie
also, folglich, somit, demnach und infolgedes-
sen kenntlich gemacht.

= Beispiel eines Argumentes im Fitch-Format: GULTIGE VS.
KORREKTE ARGUMENTE

Alle reichen Schauspieler sind gute
Schauspieler. » Ein Argument wird als logisch giiltig bezeich-
Brad Pitt ist ein reicher Schauspieler. net, wenn seine Konklusion aus den Pramissen
logisch folgt, d.h. wenn es nicht moglich ist,
dass die Pramissen wahr sind, die Konklusion
aber falsch ist.

Brad Pitt ist ein guter Schauspieler.

» Giiltig ist somit etwa das Argument:
Alle Menschen sind sterblich. Sokrates ist ein
Mensch. Also ist Sokrates sterblich.
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* Im Rahmen der Kl6tzchensprache wére etwa
der Schluss von Cube(c) und ¢ = b auf Cube(b)
giiltig.

= Nicht giiltig ist hingegen das Argument:
Lukrez ist ein Mensch. SchlieBlich ist Lukrez
sterblich und alle Menschen sind sterblich.

» Im Falle von giiltigen Argumenten ist nur
entscheidend, dass die Konklusion wahr sein
muss, falls die Pramissen wahr sind. Demnach
spielt es keine Rolle, 0b die Pramissen wahr
sind. Somit handelt es sich auch beim Folgen-
den um ein giiltiges Argument:

= Alle reichen Schauspieler sind gute Schauspie-
ler. Brad Pitt ist ein reicher Schauspieler. Also
muss er ein guter Schauspieler sein.

= Ist ein Argument giiltig und sind auch seine
Pramissen wahr, spricht man von einem
korrekten bzw. schliissigen Argument.

» Beim letzten Argument handelt es sich also
zwar um ein giiltiges, nicht aber um ein
korrektes Argument.

» Giiltigkeit: Ist es moglich, dass die Konklu-
sion falsch ist, falls die Primissen wahr sind?

Préamisse 1 Die Wahrheit der
Primisse 2 Pramissen wird
vorausgesetzt.
Pramisse n
also
Konklusion Frage: Ist dann auch

die Konklusion wahr?

10

» Korrektheit: Ist das Argument giiltig und
sind zudem die Prdmissen wahr?

Pramisse 1
Pramisse 2
Pramisse n
also Frage: Ist das Argu-
Konklusion ment giiltig und sind

die Primissen wahr?

» Um die Giiltigkeit eines Argumentes bzw. das
Vorliegen logischer Folgerung beurteilen zu
konnen, ist es demnach nicht notig zu wissen,
ob die Pramissen wahr sind.

12
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» In der Logik geht es in erster Linie um die
Beurteilung der Giiltigkeit von Argumenten.
Mit der Beurteilung der Wahrheit von Pramis-
sen wire die Logik iiberfordert. Argumente
finden sich ndmlich in allen Bereichen
rationaler oder wissenschaftlicher Diskurse:

Es ist nicht Aufgabe der Logik im Falle
historischer Argumentationen historische
Probleme zu 16sen oder im Falle biologischer
Argumentationen biologische Probleme zu
l16sen.

INFORMELLE BEWEISE

= Dass ein Argument logisch giiltig ist oder eine
Aussage aus anderen folgt, konnen wir zeigen,
indem wir einen Beweis fithren.

14

» Ein Beweis ist eine schrittweise Herleitung der
Konklusion aus den Préamissen. Dabei leiten
wir Zwischenschritte her, von denen Kklar ist,
dass sie aus den Pramissen und den evtl.
bereits hergeleiteten Zwischenschritten
folgen. Der Beweis ist abgeschlossen,
wenn wir die Konklusion als offenkundige
Folgerung aus den Pramissen und den
Zwischenschritten hergeleitet haben.

* Von den Zwischenschritten wird dabei ver-
langt, dass sie garantieren, dass die in ihnen
hergeleiteten Aussagen aus den Pramissen und
den evtl. bereits hergeleiteten Zwischenschrit-
ten folgen.

» Beweise konnen informell oder formal im
Rahmen eines sog. deduktiven Systems gefiihrt
werden. Ein deduktives System verfiigt {iber
einen genau festgelegten Bestand von Regeln,
durch die es moglich ist, mechanisch zu iiber-
priifen, ob ein Schritt in einem Beweis
akzeptabel ist.

16

= Dabei unterscheiden sich formale und infor-
melle Beweise lediglich hinsichtlich ihres Stils,
nicht in Hinblick auf die geforderte Striktheit
der Beweisfiihrung.

» Nach dem Obigen sind in einem formalen
oder informellen Beweis solche Schritte
akzeptabel, die garantieren, dass der herge-
leitete Satz wahr ist, wenn die vorausgesetzten
Satze wahr sind.

» Die informellen Beweismethoden bzw.
formalen Ableitungsregeln, die Gegenstand
des Logik-Kurses sind, werden daher wie folgt
rechtfertigt: Man zeigt, dass aufgrund der
Bedeutung bestimmter Ausdriicke die her-
geleiteten Sétze nicht falsch sein kénnen,
wenn die vorausgesetzten Sitze wahr sind.

» Bei den fraglichen Ausdriicken handelt es sich
um das logische Vokabular, das allen PL1-
Sprachen gemeinsam ist. Der erste Ausdruck
des logischen Vokabulars, der hier betrachtet
werden soll, ist =.

18
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» Ein Satz der Form ¢ = b ist wahr, wenn die
Terme c und b auf dasselbe Objekt referieren.
Aufgrund der Bedeutung von = kann somit
die erste informelle Beweismethode rechtfer-
tigt werden, die unter den Bezeichnungen
Ununterscheidbarkeit von Identischem oder
kurz Substitution bekannt ist:

= Wenn b = c gilt und b eine Eigenschaft besitzt
(oder zu Objekten in einer bestimmten Bezie-
hung steht), dann besitzt auch c die fragliche
Eigenschaft (oder steht in der fraglichen
Beziehung zu den besagten Objekten).

» Aufgrund der Bedeutung von = ergibt sich
ein weiteres wichtiges Beweisprinzip, das als
Reflexivitiit der Identitit bezeichnet wird:
Ein Satz der Form a = a darf stets in einen
Beweis eingefiihrt werden; er kann aufgrund
der Bedeutung von = nicht falsch sein.

20

= Mit diesen beiden Beweisprinzipien kénnen
weitere hergeleitet werden:

= Symmetrie der Identitit: Wenn b = c, dann
auch c=b.

= Transitivitit der Identitit: Wenn a = b und

Das Prinzip der Symmetrie kann mit Hilfe des
Substitutionsprinzips und der Reflexivitit der
Identitdt informell etwa wie folgt bewiesen
werden:

Beweis: Angenommen es gilt b = c.

Wegen der Reflexivitit der Identitat gilt:

b = b. Somit besitzt b die Eigenschaft, iden-
tisch mit b zu sein. Aufgrund des Substitu-
tionsprinzips besitzt auch c diese Eigenschaft,
d.h. wir diirfen in b = b das erste Vorkommnis
von b durch c ersetzen, weshalb ¢ = b gilt.

22

BEWEISE MIT ANDEREN
PRADIKATEN UND RELATIONEN

» Folgerungsbeziehungen kénnen zwischen
Satzen auch bestehen aufgrund deren nicht-
logischem Vokabular. Wie die Identititsrela-
tion ist auch die Relation gréfer als (bzw.
Larger) transitiv. Daher folgt aus Larger(a, b)
und Larger(b, c) der Satz Larger(a, c).

= Auch die Relation kleiner als ist transitiv.

» Andere Beispiele fiir symmetrische und refle-

xive Relationen neben = sind etwa: ist genau
so alt wie, ist genau so grof; wie, befindet sich
in derselben Zeile wie usw.

» Somit folgt etwa aus SameRow(a, b) der Satz

SameRow(b, a).

24
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» Weiterhin kénnen Folgerungsbeziehungen
bestehen zwischen Séitzen, die Relationsaus-
driicke enthalten, die sog. inverse Relationen
ausdriicken; etwa bilden grdfer als und kleiner
als ein Paar inverser Relationen. In solchen
Fillen folgt aus Larger(a, b) etwa der Satz
Smaller(b, a).

* Da man nicht fiir alle Pradikats- und Rela-
tionssymbole die zuldssigen Schlussregeln
auflisten kann, beschriankt man sich im Rah-
men der Logik zumeist auf die Beschreibung
der Folgerungsbeziehungen, die zwischen
Satzen bestehen aufgrund deren logischem
Vokabular. Diese Folgerungen werden wir als
PL1-Folgerungen bezeichnen (mehr dazu
spater).

26

= Bei den in obigen Folgerungsbeziehungen
zwischen atomaren Sitzen (ohne =) handelt
es sich um sog. analytische Folgerungen
(im Englischen abgekiirzt durch AnaCon).

* Den Unterschied zwischen PLI-Folgerung
und analytischer Folgerung werden wir spéter
genauer betrachten.

» Wiéhrend PL1-Folgerungsbeziehungen
zwischen Sétzen bestehen nur aufgrund der
Bedeutung des in ihnen vorkommenden
logischen Vokabulars, kénnen analytische
Folgerungsbeziehungen zwischen Sitzen
bestehen auch aufgrund der Bedeutung des
in ihnen vorkommenden nicht-logischen
Vokabulars.

28

FORMALE BEWEISE

» Beweise lassen sich iibersichtlicher in einem
formalen deduktiven System fithren. Das im
Folgenden vorgestellte System F geht auch
auf den Logiker Frederic FiTcH zuriick.

= In F sieht ein Beweis einem Argument im
Fitch-Stil sehr dhnlich, allerdings werden auch
noch alle Zwischenschritte mit Begriindung
aufgelistet, die wir herleiten, um zur Konklu-
sion zu gelangen:

= Form eines Beweises in F:

P
Q
R
_81 Begriindung 1
S, Begriindung n
Begriindung n + 1

30
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» Im Rahmen von F gibt es formale Regeln, die
den informellen Beweisprinzipien der Substi-
tution und der Reflexivitdt der Identitit ent-
sprechen. Dem Substitutionsprinzip entspricht
die Regel der Identitiits- Beseitigung (kurz:
= Elim), der Reflexivitét der Identitat
entspricht die Regel der Identitits- Einfiihrung
(= Intro).

* Identitiits-Einfiihrung (= Intro):
> | n=n

= Identitiits-Beseitigung (= Elim):

32

* Im Allgemeinen werden wir zu jedem neuen
Ausdruck des logischen Vokabulars, den wir
demnéchst kennen lernen werden, jeweils eine
Einfiihrungs-Regel sowie eine Beseitigungs-
Regel einfiihren.

» Eine Ausnahme bildet die (eigentlich tiberfliis-
sige) Reiterations-Regel (Reit):

P

= Der bereits informell gefiihrte Beweis der
Symmetrie der Identitdt kann somit in F wie
folgt gefithrt werden:

=|1. a=b
2. a=a = Intro
3. b=a = Elim: 2,1

34

WIE MAN ZEIGT,
DASS ETWAS NICHT FOLGT

» Die bisher betrachteten Beweise zeigten stets,
dass ein Argument giiltig ist bzw. dass die
jeweilige Konklusion aus den Pramissen folgt.
Solche Beweise sollen im Folgenden
Folgerungsbeweise genannt werden.

= Wie zeigt man aber, dass ein Argument
ungiiltig ist bzw. dass seine Konklusion
nicht aus den Préamissen folgt?

» Folgt eine Konklusion nicht aus bestimmten
Pramissen, ist es moglich, dass die Pramissen
wahr sind, die Konklusion aber falsch ist.
Dass dies moglich ist, kann mit Hilfe eines
Gegenbeispiels gezeigt werden.

» Ein solcher Beweis durch Aufzeigen eines
Gegenbeispiels wird auch Beweis des
Nicht-Folgens genannt.

36
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» So zeigt die folgende Klotzchenwelt, dass aus KONSTRUKTION EINES BEWEISES
Larger(a, b) und Large(a) nicht Small(b) folgt:

* | 1. SameRow(a, a)
2. b=a

?. SameRow(b, a)

» Die obige Klotzchenwelt zeigt eine mogliche
Situation, in der Larger(a, b) und Large(a) wahr
sind, Small(b) aber falsch ist: b ist nicht klein,
sondern mittelgrof3!

- | 1. SameRow(a, a) UBUNGEN
2. b=a
— = Bitte bis zur nachsten Sitzung vorbereiten:
2 a—b Kap. 3 Die Booleschen Junktoren!
2. SameRow(b, a) = Elim: 1, ? » Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf

Papier 16sen und beim Tutor abgeben:
22,2.4,25,2.7,2.9,2.10,2.22,2.25 (optional

» | 1. SameRow(a, a) . i !
2 b=a3 konnten Sie auch noch Aufgabe 2.23 16sen!)
3. b=b — Intro = Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
4. a=b = Elim: 3,2 Sie (ebenfalls optional!) auch die Aufgaben
5. SameRow(b, a) = Elim: 1,4 2.15,2.26 und 2.21 bearbeiten!
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Ubersetzung 39
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BOOLESCHE JUNKTOREN

= Bisher haben wir vom logischen Vokabular,
fiir das wir Beweisregeln angeben werden,
nur = kennen gelernt.

* Die Beweisregeln erlauben, logische Folgerun-
gen aufzuzeigen, die sich aus der Bedeutung
von = ergeben.

Zum logischen Vokabular zéhlen aber auch
sog. Junktoren und Quantoren, mit denen
komplexere Sétze aus einfacheren Bestand-
teilen aufgebaut werden konnen.

Im Folgenden wird es zunichst um die
Junktoren gehen. Bevor wir Beweisregeln fiir
diese angeben kénnen, miissen wir uns wie im
Falle von = erst iiber deren Bedeutung klar
werden.

» Zunichst wird es um die sog. Booleschen
Junktoren gehen (die nach dem Logiker
George BooLE benannt sind).

» Dabei handelt es sich um die Ausdriicke
A,V und -, die (in etwa) den deutschen Aus-
driicken und, oder und nicht entsprechen.
Wie im Deutschen dienen diese Junktoren
dazu, komplexere Aussagen aus einfacheren
aufzubauen.

Im Falle der PL1-Sprache ergibt sich dabei
(ghnlich wie auch im Deutschen) der
Wahrheitswert einer Aussage, die mit einem
solchen Junktor aufgebaut wurde, funktional
aus den Wahrheitswerten der Teilaussagen;
daher spricht man auch von wahrheitsfunk-
tionalen Junktoren.
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» Ein Beispiel eines nicht wahrheitsfunktionalen NEGATION
Junktors ist etwa ,,weil“. So kann beispiels-
weise der Satz

* Mit dem Symbol — soll im Rahmen unserer
PL1-Sprache die Negation ausgedriickt
werden, die wir im Deutschen durch Aus-
driicke wie nicht, es ist nicht der Fall, dass ...

wahr oder falsch sein, selbst wenn die beiden oder das Prifix un- ausdriicken.

Teilsdtze Hans schlief ein sowie Hans hatte 24

Stunden gearbeitet wahr sind.

Hans schlief ein, weil er 24 Stunden gearbeitet
hatte.

» Im Gegensatz zum deutschen nicht wird — » Die Bedeutung von — kann mit einer sog.
aber nur als Satznegation verwendet. Wahrheitstafel wiedergegeben werden:
Im Deutschen kann demgegeniiber die Nega- p ” p
tion auch auf Satzteile angewandt werden wie
etwa in: WAHR H FALSCH

FALSCH WAHR

John aber nicht Mary ist zu Hause.

= Wie im Falle von = ergeben sich aufgrund der
Bedeutung von — logisch giiltige Schlussfolge-
rungen. So ist etwa klar, dass =—P nicht falsch
sein kann, falls P wahr ist (demnach folgt also
——=P logisch aus P—und umgekehrt).

» Ist P ein Satz unserer PL1-Sprache, ist somit
auch —P ein Satz unserer Sprache.
Im Falle einer Identitdtsbehauptung a =b
schreibt man allerdings nicht —(a = b),
sondern a # b.

» —-—P wird dabei als doppelte Negation bezeich- KONJUNKTION
net. Sie ist im Rahmen unserer PL1-Sprache
genau dann wahr, wenn auch P wahr ist.

* Mit dem Symbol A soll im Rahmen unserer
PL1-Sprache die Konjunktion ausgedriickt
werden, die wir im Deutschen durch Aus-
driicke wie und, auf3erdem, zudem oder aber

Nichts Genaues weif} man nicht. ausdriicken.

* Im Rahmen der Umgangssprache ist das
meistens—aber nicht immer—so. Im Satz

hebt die zweite Negation nicht die erste auf,
sondern betont diese eher!

= Atomare Aussagen sowie (einfach) negierte
atomare Aussagen sollen im Folgenden auch
Literale genannt werden.
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» Im Gegensatz zum deutschen und wird A aber » Sind P und Q Séitze unserer PL1-Sprache, ist
nur als Satzverkniipfung verwendet. auch P A Q ein Satz unserer Sprache
Im Deutschen konnen demgegeniiber mit und (bei P und Q darf es sich dabei auch um
auch Satzteile verkniipft werden wie etwa in: komplexe Sétze handeln).
John und Mary sind zu Hause. » Die Teilsdtze P und Q einer Konjunktion
John rutschte aus und fiel hin. P A Q werden auch Konjunkte genannt.

* Im Rahmen einer PL1-Sprache konnen solche
Konjunktionen folgendermafen wiedergege-
ben werden:

Zuhause(john) A Zuhause(mary)
Rutsche(john) A Fiel(john)

» Die Bedeutung von A kann mit der folgenden » Aufgrund der Wahrheitstafel ist etwa klar, dass
Wahrheitstafel wiedergegeben werden: aus P A Q der Satz Q A P folgt—und umge-
p | Q ” PAQ kehrt. Dies scheint im Deutschen nicht immer
so zu sein; man vergleiche etwa die Sitze:
WAHR WAHR WAHR . . .
‘ Sie zog die Jacke an und ging aus dem Haus.
WAHR FALSCH || FALSCH o }
Sie ging aus dem Haus und zog die Jacke an.
FALSCH WAHR FALSCH
FALSCH ‘ FALSCH FALSCH = und scheint demnach im Deutschen—im
Gegensatz zu A—gelegentlich so verwendet
zu werden wie und dann (mehr dazu spiter).
15 16
DISJUNKTION » Im Gegensatz zum deutschen oder wird Vv wie

A nur als Satzverkniipfung verwendet. Im
Deutschen konnen demgegeniiber mit oder
auch Satzteile verkniipft werden wie etwa in:

* Mit dem Symbol V soll im Rahmen unserer
PL1-Sprache die Disjunktion ausgedriickt
werden, die wir im Deutschen durch den

Ausdruck oder ausdriicken. John oder Mary ist zu Hause.

John ist Pilot oder Copilot.
* Im Rahmen einer PL1-Sprache kénnen diese

Disjunktionen folgendermallen wiedergege-
ben werden:

Zuhause(john) V Zuhause(mary)
Pilot(john) v Copilot(john)
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» Sind P und Q Satze unserer PL1-Sprache, ist
auch P v Q ein Satz unserer Sprache
(bei P und Q darf es sich dabei auch um
komplexe Sétze handeln).

Die Teilsédtze P und Q einer Disjunktion
P v Q werden auch Disjunkte genannt.

» Die Bedeutung von V kann mit der folgenden
Wabhrheitstafel wiedergegeben werden:

P | q | Pva
WAHR WAHR WAHR
WAHR FALSCH WAHR

FALSCH WAHR WAHR
FALSCH FALSCH FALSCH

» Aufgrund der Wahrheitstafel ist etwa klar, dass
aus P der Satz P v Q folgt.

20

» Oder wird im Deutschen nicht nur im obigen
einschlieffenden Sinne, sondern auch im sog.
ausschlieflenden Sinne gebraucht, in dem wir
auch entweder ... oder ... verwenden.

Im ausschlieenden Sinne verstanden, wird
mit der Disjunktion entweder P oder Q nicht
nur ausgeschlossen, dass sowohl P als auch Q
falsch sind (wie im einschlieBenden Sinne),
sondern auch noch, dass beide wahr sind—mit
entweder P oder Q meint man somit, dass einer
und nur einer der Sitze P und Q wabhr ist.

= Auch wenn V das einschlieBende Oder
ausdriickt, kann das ausschlieBende Oder
im Rahmen einer PL1-Sprache ausgedriickt
werden. Entweder P oder Q kann dabei wie
folgt ausgedriickt werden:

PVQ A-(PAQ)

22

» Ein weiterer Junktor des Deutschen, fiir den
wir keine eigene pridikatenlogische Entspre-
chung haben, den wir aber dennoch im Rah-
men von PL1-Sprachen ausdriicken konnen,
ist weder P noch Q. Letzteres kann wie folgt
ausgedriickt werden:

-(PVvQ)

JUNKTOREN & SPIELREGELN

* Die Bedeutungen von Junktoren kann man
sich auch mit Hilfe des sog. Henkin-Hintikka-
Spiels klar machen. Im Rahmen dieses Spiels
streiten sich zwei Personen iiber den Wahr-
heitswert eines komplexen Satzes (etwa iiber
die Klotzchenwelt). Die beiden Spieler for-
dern sich dann gegenseitig dazu auf, ihre
Behauptungen durch Aussagen iiber den
Wahrheitswert einer einfacheren Teilaussage
des umstrittenen Satzes zu rechtfertigen.

24
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» Das Spiel schreitet fort, bis die Spieler bei
Behauptungen iiber die Wahrheitswerte von
atomaren Sétzen angelangt sind, die sie durch
einen Blick auf die gegebene Klotzchenwelt
entscheiden konnen.

ForM | ENTSCHEI- | SPIELER ZIEL
DUNG VON |AM ZUG
SPIELER 1
WAHR Spieler 1| Wéhle einen
PvQ wahren Satz
FALSCH Spieler 2|von P, Q
WAHR Spieler 2 | Wiéhle einen
PAQ falschen Satz
FALSCH |Spieler 1|von P,Q
Ersetze —-P
—P |injedem Fall — durch P; keh-
re Ent. um

26

» Entscheidet sich Spielerin 1 fiir die Wahrheit
von P Vv Q, ist sie verpflichtet, einen wahren
Teilsatz anzufiihren. Entscheidet sie sich fiir
die Falschheit von P Vv Q, ist sie verpflichtet,
die Falschheit beider Teilsétze zu behaupten,
so dass Ihr Gegner, Spieler 2, sie mit einem
dieser Teilsatze konfrontieren kann.

= Spieler 1 behauptet die Wahrheit von:
—(Cube(a) Vv Cube(b)) A Large(c)

= Spieler 2 versucht, ein falsches Konjunkt zu
wihlen: —(Cube(a) V Cube(b))

28

= Spieler 1 ist verpflichtet, die Wahrheit dieses
Teilsatzes zu behaupten und somit die Falsch-
heit von: Cube(a) v Cube(b)

= Spieler 2 versucht, ein wahres Disjunkt zu
wihlen: Cube(a)

» Spieler 2 gewinnt: Cube(a) ist wahr!

MEHRDEUTIGKEIT & KLAMMERN

* Im Rahmen natiirlicher Sprachen sind Aussa-
gen mit mehreren Junktoren oft mehrdeutig.
Diese Mehrdeutigkeiten sollen im Rahmen
von PL1-Sprachen durch Klammern vermie-
den werden. So konnte der Satz

Max ist zu Hause oder Claire ist zu Hause und
Carl ist gliicklich.

zweierlei bedeuten:

30
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= Max ist zu Hause oder Claire ist zu Hause und
Carl ist gliicklich.

Zuhause(max) V
(Zuhause(claire) A Gliicklich(carl))

(Zuhause(max) V Zuhause(claire)) A
Glicklich(carl)

» Klammern werden also in einigen Féllen
gebraucht, um Sitzen einen eindeutigen Sinn
zu verleihen. Dem entspricht der Gebrauch
von Klammern in der Mathematik:

24+ (5%x3) # (2+5)%x3

32

» Klammern werden ebenfalls benétigt, um zu
klaren, auf welchen Teil eines Satzes sich ein
im Satz vorkommendes Negationszeichen
beziehen soll bzw. wie weit der Skopus (der
Wirkungsbereich) des Negationszeichens ist:

= Beispielsweise besagt =P A Q in der Regel
etwas anderes als ~(P A Q).

» Klammern diirfen allerdings weggelassen
werden, wenn nicht die Gefahr von Mehr-
deutigkeiten besteht. Insbesondere diirfen
wir die dullersten Klammern etwa von
((P A Q) AR) weglassen wie in (P A Q) A R.

» Letzteres besagt aber zudem dasselbe wie
P A (Q A R).Da es in diesem Fall also nicht
zu Verwechslungen kommen kann, kénnen
wir auch einfach schreiben: P A Q A R.

» Entsprechendes gilt fiir P v Q V R.

34

» Wichtig sind Klammern aber in Fillen wie
(PAQ)VRoder (PVQ)AR,indenen
Konjunktionen bzw. Disjunktionen durch
andere Junktoren verkniipft werden.

» In der Umgangssprache legen oftmals be-
stimmte Wendungen wie entweder ... oder
und sowohl ... als auch bestimmte Klamme-
rungen nahe.

AQUIVALENTE AUSDRUCKSWEISEN

* Im Rahmen von PL1-Sprachen kann ein und
derselbe Sachverhalt auf verschiedene Weisen
ausgedriickt werden. So machen beispiels-
weise RightOf(a, b) und LeftOf(b, a) dieselbe
Aussage.

36
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» Im Folgenden schreiben wir S; < S,, um aus-
zudriicken, dass S; und S, unter denselben
Bedingungen wahr bzw. falsch sind.

Gilt S; & S,, kann die mit S; gemachte
Behauptung ebenso gut mit S, gemacht
werden. Wie wir bereits gezeigt haben, gilt:

"PAQ & QAP
= --P & P

» Besonders wichtig sind auch die folgenden,
unter der Bezeichnung de Morgansche Gesetze
bekannten Aquivalenzen:

= —(PAQ) & (-PV-Q)
= <(PVQ) & (WP A Q)

38

UBERSETZUNG

* Die obigen Uberlegungen zeigen, dass es stets
mehrere Moglichkeiten gibt, einen umgangs-
sprachlichen Satz in eine PL1-Sprache zu
iibersetzen.

= Von einer guten Ubersetzung wird dabei
erwartet, dass sie dieselbe Bedeutung besitzt
wie der iibersetzte Satz. Die Bedeutung eines
Satzes wird dabei mit seinen Wahrheitsbedin-
gungen identifiziert—also den Bedingungen,
unter denen der fragliche Satz wahr ist.

* Im Rahmen unserer Klotzchensprache
bedeutet dies, dass zwei gleichbedeutende
Séitze in jeder Klotzchenwelt denselben
Wahrheitswert besitzen.

40

In stilistischer Hinsicht ist es zudem wiin-
schenswert, dass auch die bei der Ubersetzung
verwendeten Junktoren denen im Ausgangs-
satz entsprechen. In stilistischer Hinsicht ist so

—(Zuhause(claire) A Zuhause(max))

eine bessere Ubersetzung von

Es ist nicht wahr, dass sowohl Claire als auch
Max zu Hause sind.

als der zum obigen (aufgrund der de Morgan-
schen Gesetze) dquivalente Satz

—Zuhause(claire) V =Zuhause(max)

41

» Umgangssprachliche Sétze verfiigen hiufig

iiber stilistische Merkmale, die mit den
Wahrheitsbedingungen des Satzes nichts zu
tun haben. So besitzt etwa

Hans ist reich aber ungliicklich.
dieselben Wahrheitsbedingungen wie

Hans ist reich und ungliicklich.

42
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» Allerdings legt der erste Satz (mit aber) zu-
dem nahe, dass es zumindest etwas iiberra-
schend ist, dass jemand, der reich ist, zugleich
auch ungliicklich ist. Solche Andeutungen
konnen im Rahmen einer Ubersetzung in eine
PL1-Sprache nicht beriicksichtigt werden.

» Entsprechende Bemerkungen gelten auch fiir
die Ausdriicke jedoch, hingegen, dennoch,
auflerdem usw.

43

UBUNGEN

= Bitte bis zur nichsten Sitzung vorbereiten:
Kap. 4 Die Logik der Booleschen Junktoren!

» Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf
Papier 16sen und beim Tutor abgeben:

3.3,3.4,3.14,3.15,3.19,3.21,3.23,3.25

= Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (optional!) auch die ,,Sie sind dran“-Ab-
schnitte bearbeiten sowie die Aufgaben 3.2,
3.6,3.10,3.13,3.16,3.17 und 3.18!

44
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= Tautologien und logische Wahrheit 5
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* Die Methode der Wahrheitstafeln 17
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EINFUHRUNG IN DIE LOGIK

» Negationszeichen verschieben 54

VORLESUNG 4 » Konjunktive und disjunktive Normalform 61
= Ubungen 65
2
ANNAHERUNG AN DIE » In Kapitel 4 geht es um eine erste Anndherung
LOGISCHE FOLGERUNG an diesen Begriff. Diese besteht im Begriff der

tautologischen Folgerung.
» Den fiir die Logik zentralen intuitiven Begriff

der logischen Folgerung hatten wir wie folgt = Eine Behauptung B folgt tautologisch aus den

Aussagen Ay, ..., A, genau dann,

eingetuhrt: wenn es bereits aufgrund der Bedeutungen der

* Eine Behauptung B folgt logisch aus den wahrheitsfunktionalen Junktoren nicht moglich
Aussagen Ay, ..., A, genau dann, wenn es ist,dass A, ..., A, alle wahr sind, B aber falsch
nicht moglich ist, dass Ay, ..., A, alle wahr ist.

sind, B aber falsch ist.

TAUTOLOGISCHE UND » Ein Satz ist logisch wahr bzw. logisch notwen-
LOGISCHE WAHRHEIT dig, wenn es nicht moglich ist, dass er falsch
ist.

» Bevor wir uns dem Begriff der logischen Fol-
gerung zuwenden, betrachten wir zwei speziel-
lere Begriffe: Den Begriff der logischen Wahr-
heit sowie den der logischen Aquivalenz.

» Ein logisch notwendiger Satz S folgt aus jeder
Menge I' von Aussagen—sogar wenn I leer
ist: Ist es schon nicht méglich, dass S falsch ist,
dann ist es erst recht nicht moglich, dass S
falsch ist und alle Aussagen aus I wahr sind!
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* Im Rahmen der letzten Definition ist natiirlich » Entsprechend ist ein Satz im logischen Sinne
zu kldren, was unter moglich bzw. notwendig moglich, wenn seine Negation nicht notwendig
verstanden werden soll. ist (z.B.a =b).

* Im Gegensatz etwa zum physikalischen Sinne » Logisch unmdoglich ist hingegen etwa der Satz:
ist im logischen Sinne ein Satz notwendig, a # a (die Negation des Satzes, also a = a ist
wenn bereits die Bedeutungen der im Satz notwendigerweise wahr).

vorkommenden Ausdriicke sowie die Struktur
des Satzes dessen Wahrheit garantieren wie
z.B.in:a =a.

» Eine prizise Anndherung an den Begriff der
logischen Wahrheit ist der Begriff der tauto-
logischen Wahrheit bzw. der Tautologie.

» Ein Satz S ist dabei eine Tautologie, wenn » Somit sind alle tautologischen Wahrheiten auch
bereits die im Satz vorkommenden wahrheits- logische Wahrheiten, aber nicht umgekehrt:
funktionalen Junktoren (zusammen mit der a = a ist logisch wahr aber keine Tautologie.
Struktur des Satzes) dessen Wahrheit garan- Bei a = a kann es sich nicht um eine
tieren; wie z.B.in P vV —P. Tautologie handeln, da der Satz keine

wahrheitsfunktionalen Junktoren enthélt.

Tautologisch wahre Sétze sind wahr unabhéin-

gig von der Bedeutung der in ihnen vorkom- » Der Begriff der logischen Wahrheit ist somit
menden atomaren Sdtze oder der Beschaffen- weiter als der Begriff der tautologischen
heit der Welt. Wabhrheit.
9 10
» Der erwéhnte physikalische Notwendigkeits- » Ein weiterer Notwendigkeitsbegriff, den wir
begriff ist hingegen weiter als der logische: implizit bereits kennen gelernt haben, ist der

Begriff der Tarski’s World-Notwendigkeit

Alle logischen Wahrheiten bzw. Notwendigkei-
(oder kurz: T’sW-notwendig).

ten sind auch physikalische Notwendigkeiten
—aber nicht umgekehrt! » Dabei ist ein Satz S T’sW-notwendig, wenn S
in allen Klotzchenwelten wahr ist

(in denen S einen Wahrheitswert besitzt).

» Zu den T’sW-notwendigen Sétzen gehoren so-
mit alle Sitze der Klotzchensprache, die auf-
grund der Beschaffenheit der Klotzchen-
welten nicht falsch werden koénnen.

Wintersemester 2008/09 2



PD DR.J. BROMAND

Vorlesung Einfiihrung in die Logik

» Wie im Falle des physikalischen Notwendig-
keitsbegriffes ist auch der Begriff T'sW-not-
wendig weiter als der logische Notwendig-
keitsbegriff:

= Jeder logisch notwendige Satz ist auch T’sW-
notwendig aber nicht umgekehrt: Der Satz

Large(b) V Medium(b) Vv Small(b)

ist etwa T’sW-notwendig, aber nicht logisch
notwendig.

cubsial Largerg, b
. bl

= Cuba{a) Dingg, ™

@
"*'\:n\ _ wedium(t) L:‘%f
A g
Ea ey
a,b) A Lgy
F anb., T
e "Pep oy
I

Tautologien
Logische Wahrheiten

&— Tarski's World-
/ Notwendigkeiten

14

TESTS FUR TAUTOLOGISCHE UND
LOGISCHE WAHRHEIT

» Da der Begriff der T’sW-Notwendigkeit
umfassender ist als der Begriff der logischen
Notwendigkeit, zeigt die Wahrheit eines Satzes
S in allen Kl6tzchenwelten nicht, dass S auch
logisch wahr ist.

» Auf der anderen Seite ist der Begriff der
T°sW-Méglichkeit nicht so umfassend wie der
Begriff der logischen Moglichkeit.

Dabei ist ein Satz T’sW-mdoglich, wenn er wahr
in mindestens einer Klétzchenwelt ist.

lich gibt es logisch wahre Sitze, die wir
nicht einmal in der Kl6tzchensprache aus-
driicken konnen. Daher sind zwar alle Sitze,
die T’sW-moglich sind, auch logisch moglich,
aber nicht umgekehrt.

m N otiie
iINatul

16

DIE METHODE DER
WAHRHEITSTAFELN

* Durch die Konstruktion einer Klétzchenwelt
kann somit gezeigt werden, dass ein Satz
logisch moglich ist.

* Im Gegensatz dazu hitten wir, selbst wenn wir
im Falle eines Satzes S zeigen konnen, dass er
in allen Klotzchenwelten gilt, nicht seine
logische Notwendigkeit erwiesen.

» Demgegeniiber haben wir gezeigt, dass ein

» Ob ein Satz tautologisch wahr bzw. eine

» Nach dem bisher Gesagten ist aber auch klar,

Satz logisch notwendig ist, sobald wir gezeigt
haben, dass er eine Tautologie ist.

Tautologie ist, konnen wir mit (erweiterten)
Wabhrheitstafeln testen.

dass wir nicht alle logischen Wahrheiten (wie
etwa a = a) mit dem Wahrheitstafeltest als
solche erweisen konnen!

18
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* Um einen Satz S auf tautologische Notwen-
digkeit zu iiberpriifen, benotigen wir eine
Wabhrheitstafel mit n 4+ 1-vielen Spalten, wobei
n die Anzahl der in S vorkommenden atoma-
ren Aussagen sei. Zuerst tragen wir Letztere in
die ersten n Spalten ein (die sog. Referenz-
spalten), in die letzte Spalte tragen wir S ein
(von den Referenzspalten durch eine doppelte
Linie getrennt).

» Wollen wir etwa iiberpriifen, ob es sich bei
(Cube(a) A Cube(b)) V =Cube(c)
um eine Tautologie handelt, bilden wir eine
Wabhrheitstafel wie folgt (wir kiirzen dabei

Cube(a) durch A, Cube(b) durch B und Cube(c)
durch C ab):

AlB|c| (AnB)v-C

20

= Als Nichstes bestimmen wir die Wahrheits-

AlB|C|l (AAB) v =C werte der Teilaussagen von (A A B) Vv —C, die
wlwlw sich aufgrund der Referenzspalten ergeben.
wlwleF Bei den Teilsdtzen, deren Wahrheitswerte wir
wlelw auf diese Weise bestimmen konnen, handelt es
sichum A A B und -C:
W | F|F
F |W|W
F |W]|F
F|F |W
F|F|F
21 22

» Aufgrund der Wahrheitswerte der kleineren
A|B|C (AAB) v =C Teilsdtze konnen wir auch die Werte groB3erer
wlwlw W F Teilsdtze bestimmen. SchlieBlich kénnen wir
wlwlr W W angeben, wie der Wahrheitswert des Gesamt-
wlerlw . . satzes von den Wahrheitsw?rten seiner

atomaren Bestandteile abhéngt:

W | F|[F F w
F|wW/|[w F F
F|W]|[F F w
F | F |W F F
F | F|F F w

24

Wintersemester 2008/09




PD DR.J. BROMAND

Vorlesung Einfiihrung in die Logik

A|lB|C (AAB) v =C
w w w w w F
w w F w w w
w F w F F F
w F F F W w
F W w F F F
F W F F W w
F F w F F F
F F F F w w

» Der Satz ist falsch beispielsweise, wenn A
(bzw. Cube(a)) wahr, B (bzw. Cube(b)) falsch
und C (bzw. Cube(c)) wabhr ist.

= Somit handelt es sich also bei dem Satz
(Cube(a) A Cube(b)) V =Cube(c)
nicht um eine Tautologie.

» Da es zudem Klotzchenwelten gibt, in denen a
und ¢ Wiirfel sind, b aber nicht, handelt es sich
bei dem Satz zudem auch nicht um eine
logische Wahrheit.

26

» Ein Satz ist eine Tautologie wenn sich in seiner
Wahrheitstafel unter seinem Hauptjunktor
nur der Wahrheitswert wahr (w) befindet.

» Ein solcher tautologischer Satz wird auch
wrT-notwendig genannt. Ein Satz, in dessen
Wahrheitstafel sich mindestens ein w unter
seinem Hauptjunktor findet, wird auch
wT-moglich genannt.

= Ein Beispiel fiir einen tautologischen bzw.
wr-notwendigen Satz bildet etwa jede Aussage
der Form A v —A; was auch als Prinzip vom
ausgeschlossenen Dritten bekannt ist:

AllA v -A
WII W F
i N

28

* Um den Hauptjunktor zu bestimmen, kann
man folgende Uberlegung anstellen:

» Die Sétze einer PL1-Sprache sind nach
bestimmten syntaktischen Regeln gebildet
(die wir im Zusammenhang mit den Symbolen
=, -, A und V schon kennen gelernt hatten).
Komplexe Formeln werden durch wiederholte
Regelanwendungen gebildet.

*1.a=b ist wohlgeformt (Regel fiir =)
» 2. b=c ist wohlgeformt (Regel fiir =)
*3.a=bAb=c ... (Regel fiir A)
*4. -(a=bAb=c¢) . (Regel fiir —)

*5 s(a=bAb=c)va=b (RegelfirV)

= 1. und 2. sind atomar und besitzen keinen

Hauptjunktor. 3. ist eine Konjunktion, der
Hauptjunktor ist A. 4. ist eine Negation, der
Hauptjunktor ist —. 5. ist eine Disjunktion,
der Hauptjunktor ist V.

30
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* P A Q AR fassen wir dabei als Abkiirzung auf
fiir (P A Q) A R; der Hauptjunktor ist also das
am weitesten rechts befindliche A.
Entsprechendes gilt fiir P v Q V R.

* Im Laufe des Kurses werden wir eine weitere
Technik kennen lernen, mit der gezeigt wer-
den kann, dass es sich bei einem Satz um eine
logische Wahrheit handelt. Diese Technik
besteht im Fiihren eines Beweises ohne
Pramissen.

» Wihrend die Methode der Wahrheitstafeln
nur auf Tautologien angewandt werden kann,
kann mit Hilfe von Beweisen auch der logisch
wahre Charakter von anderen Aussagen nach-
gewiesen werden—wie etwa im Falle von
a = a. (Jede Tautologie kann aber auch durch
einen Beweis als solche ,iiberfiihrt* werden.)

32

» Ein solcher Bewesis fiir a = a sieht dabei wie
folgt aus (in der Regel werden Beweise aber
etwas komplizierter sein):

h. a=a = Intro

2 Nica Waolhelhattotaf
171C vvalliiiciwtial

u
ausschlieflich die Bedeutungen der wahrheits-
funktionalen Junktoren und lasst die Bedeu-
tungen bestimmter Prédikate in atomaren
Satzen auller Acht.

= Daher erweist sie den Satz
—(Larger(a, b) A Larger(b, a))

nicht als logische Wahrheit, obwohl es sich bei
dem Satz um eine solche zu handeln scheint.

» Der Satz ist aber keine Tautologie: Es gibt
andere Sitze von derselben Form, die falsch
sind, z.B.: =(Cube(a) A Large(a)).

34

= Natiirlich ist es nicht ausgeschlossen, dass es
grof3e Wiirfel gibt. Der obige Satz ist daher
nicht nur aufgrund seiner Struktur und der
Bedeutungen seiner wahrheitsfunktionalen
Junktoren wahr!

L(a,b) [ L(b,a) || = (L(a,b) AL(b,2))
\%% w F w
w F W F
F W W F
F F W F

LOGISCHE UND
TAUTOLOGISCHE AQUIVALENZ

» Die Sétze S und S’ sind logisch dquivalent,
wenn sie dieselben Wahrheitsbedingungen
besitzen bzw. wenn es nicht moglich ist, dass
einer von beiden wahr, der andere aber falsch
ist.

36
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» Eine Anndherung an diesen Begriff stellt der
folgende Begriff dar:

» Die Sétze S und S’ sind tautologisch dquiva-
lent, wenn sich bereits aus den Bedeutungen
der in ihnen vorkommenden wahrheitsfunk-
tionalen Junktoren (und der Struktur der
Satze) ergibt, dass es unmoglich ist, dass einer
der Satze wahr, der andere aber falsch ist.

= Ob zwei Sitze tautologisch dquivalent sind,
lasst sich wiederum mit Hilfe von Wahrheits-
tafeln tiberpriifen.

» Um zu priifen, ob S und S’ tautologisch
dquivalent sind, bildet man eine gemeinsame
Wahrheitstafel fiir S und S’. Dabei gibt es je
eine Referenzspalte fiir jeden atomaren Satz,
der in einem der Sitze S oder S’ vorkommt.

» Sund S'sind tautologisch dquivalent, wenn die
Spalten unter ihren Hauptjunktoren in ihrer
gemeinsamen Wahrheitstafel iibereinstimmen.

38

= So zeigt die folgende gemeinsame Wahrheits-
tafel die de Morgansche Aquivalenz

~(PAQ) & (-PV-Q):

Plall- P A Q=P v - Q
W|W”F W |F F F
W | F w F F W W
F | W w F W W F
F F W F W W W

» Die folgende Wahrheitstafel zeigt, dass A und
——A tautologisch dquivalent sind, und somit
auch, dass A & ——-A gilt:

AlAa]l- - A
W

W |W F

F|F|FW

40

» Wie im Falle der tautologischen Wahrheit ist
auch der Begriff der tautologischen Aquiva-
lenz nur eine Anniherung an den Begriff der
logischen Aquivalenz: Zwar sind alle tauto-
logisch dquivalenten Sétze auch logisch dqui-
valent, aber nicht umgekehrt.

41

= So gilt etwa
a=b A Cube(a) & a=bA Cube(b)

aufgrund der Bedeutungen der atomaren Sét-
ze—und nicht nur aufgrund der Bedeutungen
der wahrheitsfunktionalen Junktoren. Die
Sétze a = b A Cube(a) und a = b A Cube(b)
sind so nicht tautologisch dquivalent.

42
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LOGISCHE UND

a=b|Cube(a)| Cube(b) a=bA | a=bn TAUTOLOGISCHE FOLGERUNG

Cube(a) | Cube(b)

w w = Logische Wahrheit und logische Aquivalenz

w w w
w w F w F sind Spezialfille der logischen Folgerung:
w F w F w Logisch wahr ist ein Satz, der aus jeder Menge
W F F F F von Priamissen folgt; logisch dquivalent sind
F W W F F zwel Sitze, von denen jeder aus dem anderen
F W F - F folgt.
F F w F F
F F F F F
43 44
» Wiederum konnen wir uns diesem Begriff né- » Um zu iiberpriifen, ob B eine rautologische
hern mit Hilfe eines weniger umfassenden Folgerung der Sétze A, ..., A, ist, bildet man
Begriffes, der aber mit Hilfe von Wahrheitsta- die gemeinsame Wahrheitstafel von Ay, ..., A,
feln iiberpriifbar ist. Dabei handelt es sich um und B. B ist eine tautologische Folgerung aus
den Begriff der tautologischen Folgerung. den Prémissen, wenn B in allen Zeilen wahr

= Dabei ist ein Satz B eine tautologische Folge- ist, in denen auch alle Pramissen wahr sind.

rung der Sétze Ay, ..., A,, wenn bereits die
Bedeutungen der wahrheitsfunktionalen Junk-
toren garantieren, dass, wenn die Pramissen
wahr sind, dann auch die Konklusion wahr ist.

45 46

= So zeigt etwa die folgende Wahrheitstafel, dass » Wiederum ist der Begriff der tautologischen
B aus A Vv B und —A folgt: Folgerung nur eine Anniherung an den
Begriff der logischen Folgerung:

A B ~A |AVB| B Zwar ist jede tautologische Folgerung auch
w A F w A eine logische Folgerung, aber nicht umgekehrt.
W F F W F = So folgt etwa a = clogischausa=bund b =,
F w w w w es handelt sich aber nicht um eine tautologi-
F F W F F sche Folgerung.

47 48
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» In einer entsprechenden Wahrheitstafel gébe
es eine Zeile, in der a = b und b = ¢ wahr sind,
a = c aber falsch ist. Dieser Umstand ist zwar
aufgrund der Bedeutungen der Satze ausge-
schlossen, aber im Rahmen von Wahrheits-
tafeln konnen nur die Bedeutungen der wahr-
heitsfunktionalen Junktoren beriicksichtigt
werden.

» Im Laufe des Kurses werden wir noch eine
bessere Anndherung an den Begriff der logi-
schen Folgerung kennen lernen, den wir PL1-

Folgerung nennen werden.
49

» Der Begriff der PL1-Folgerung ist dabei eine
Erweiterung des Begriffes der tautologischen
Folgerung. So ist a = c etwa eine PL1-Folge-
rungausa=bundb=c.

= Ebenso zdhlen zu PL1-Folgerungen Schliisse
mit quantifizierten Pramissen wie
Alle Menschen sind sterblich, Sokrates ist ein
Mensch; also: Sokrates ist sterblich.

50

» Eine noch umfassendere Annéherung an den
Begriff der logischen Folgerung als der Begriff
der PL1-Folgerung ist der Begriff der
analytischen Folgerung.

» Hier werden nicht nur die Bedeutungen des
logischen Vokabulars wie =, =, A, V und der
Quantoren berticksichtigt (die wir noch
kennen lernen werden), sondern auch die
Bedeutungen des nicht-logischen Vokabulars
(also der Préadikate und Relationsausdriicke
auller =, die in atomaren Sitzen vorkommen
konnen).

» Wihrend wir im Falle des logischen Vokabu-
lars (wie bereits bei =) Schlussregeln angeben
konnen, deren Befolgung uns garantiert, dass
eine somit gewonnene Konklusion eine tauto-
logische bzw. eine PL1-Folgerung aus den
Pramissen ist, ist ein entsprechendes Vorgehen
im Falle analytischer Folgerungen jedoch nicht
umsetzbar.

52

» Das Programm 7Zarski’s World erlaubt Ihnen
in vielen Féllen jedoch zu priifen, ob eine
Konklusion eine tautologische Folgerung
(Taut Con), PL1-Folgerung (FO Con) oder
eine analytische Folgerung (Ana Con) aus
gegebenen Préamissen ist.

NEGATIONSZEICHEN VERSCHIEBEN

» Sind zwei Sitze logisch dquivalent, folgt der
eine aus dem anderen und umgekehrt. Hat
man in einem informellen Beweis daher P
bewiesen, darf man auch zu Q iibergehen,
falls P < Q gilt.

54
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» Ebenso kann man einen Teilsatz eines grof3e-
ren Satzes durch einen dquivalenten Satz
ersetzen. Im Falle von

—(Cube(a) A =—=Small(a))

kann man so aufgrund des Prinzips der dop-
pelten Negation ——Small(a) durch das einfa-
chere Small(a) ersetzen, woraus sich der zum
Ausgangssatz dquivalente Satz ergibt:

—(Cube(a) A Small(a))

» Im Allgemeinen bedeutet dies: Wenn P < Q
gilt, dann gilt auch S(P) < S(Q), wobei S(P)
ein (moglicherweise komplexer) Satz ist, der
den (moglicherweise komplexen) Satz P als
Teil enthélt, und S(Q) entsteht durch die
Ersetzung von Q fiir P in S(P).

Das Prinzip heif3t Substitution logischer
Aquivalenzen.

56

Mit Hilfe dieses Prinzips, der de Morganschen
Gesetze und dem Prinzip der doppelten Nega-
tion lasst sich jeder Satz, der nur mittels A, V
und — und atomaren Sétzen aufgebaut ist, in
die sog. Negations-Normalform (NNF) iiber-
fithren. Dabei ist ein Satz in NNF, wenn in ihm
Negationszeichen nur unmittelbar vor atoma-
ren Sitzen auftreten.

Das folgende Beispiel zeigt, wie ein Satz in
NNF iiberfiihrt werden kann:

-((AVvB)A-C) < -=(AVB)vV--C
< -(AvB)VvC
< (-AA-B)vC

Einige wichtige Aquivalenzen:

Assoziativitit von N\
PAQAR) & (PAQ AR < PAQAR

Assoziativitit von V
PV(QVR) & (PVQ VR < PVQVR

58

= Weitere wichtige Aquivalenzen:

= Kommutativitit von N\
PAQ & QAP

= Kommutativitit von \V
PvQ & QVP

» Idempotenz von N\
PAP < P

» Idempotenz von \/
PVP < P

» Einen Beweis, der schrittweise zeigt, dass ein
Satz dquivalent zu einem anderen ist, nennt
man auch Aquivalenzkette. Beispiel:

AVB)ACA (-(-BA-A)VB) &
AVB)ACA((BVA)VB)
AVB)ACA(BVAVB) &
AVB)ACA(BVA) &
AVB)ACA(AVB) &

)

(
(
(
(
(
(AVB)AC

60
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KONJUNKTIVE UND
DISJUNKTIVE NORMALFORM

» Die sog. Distributivgesetze besagen, dass fiir
beliebige Sétze P, Q und R gilt:

= 1. A distribuiert iiber V:
PAQVR) & (PAQ)V(PAR)

= 2.V distribuiert iiber A:
PV(QAR) & (PVQ) A(PVR)

» Mit Hilfe der Distributivgesetze kann jeder
Satz, der aus Literalen, A und V aufgebaut ist,
in einen dquivalenten Satz in der sog. disjunk-
tiven Normalform oder in einen dquivalenten
Satz in konjunktiver Normalform tiberfiihrt
werden.

Dabei ist ein Satz in disjunktiver Normalform
(DNF), wenn er eine Disjunktion von Kon-
junktionen von Literalen ist. Ein Satz ist in
konjunktiver Normalform (KNF), wenn er
eine Konjunktion von Disjunktionen von

Literalen ist.
62

= Beispiel fiir die Uberfiihrung eines Satzes in
disjunktive Normalform:

* (AVB)A(CVD) &
[(AVB)AC]V[(AVB)AD] &
(ANC)V(BAC)VIAVB)AD] &
(ANC)V(BAC)V(AAD)V (BAD)

= Beispiel fiir die Uberfiihrung eines Satzes in
konjunktive Normalform:

* (AAB)V(CAD) &
[(AAB)VCIA[(AAB)VD] &
(AVCOABVCA[(AAB) VD]
(AVOABVCAAVD)A(BVD)

64

UBUNGEN

= Bitte bis zur nichsten Vorlesung vorbereiten:
Kap. S bis einschlieBlich Kap. 6.3
(Beweismethoden fiir die Boolesche Logik &
Formale Beweise und Boolesche Logik)!

= Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf
Papier 16sen und beim Tutor abgeben:
42,4.4,4.6,4.7,4.13,4.17,4.20,4.23,4.25

= Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (optional!) auch die ,,Sie sind dran“-Ab-
schnitte bearbeiten!

Wintersemester 2008/09
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VORLESUNG §

» Beweismethoden f. d. Booleschen Junktoren 3
= Giiltige Ableitungsschritte 5

= Fallunterscheidung 9

= Beweis durch Widerspruch 14

» Argumente mit inkonsistenten Pramissen 21
PD Dr. J. Bromand

EINFUHRUNG IN DIE LOGIK
VORLESUNG 5

» Formale Beweise und Boolesche Logik 23
» Konjunktionsregeln 25

» Disjunktionsregeln 30

= Negationsregeln 35, Ubungen 46

BEWEISMETHODEN FUR DIE = Die Wahrheitstafel-Methode besitzt dabei
BOOLESCHEN JUNKTOREN zwel wesentliche Nachteile:

» Zum einen kann die Anwendung der Methode
recht umsténdlich werden. So bendtigt eine
Wabhrheitstafel mit 7 Referenzspalten bereits
27 = 128 Zeilen.

» Zum anderen ist sie nicht auf Argumente
iibertragbar, deren Giiltigkeit nicht nur von
den wahrheitsfunktionalen Junktoren

» Das Vorliegen von logischer Wahrheit, Fol-
gerung und Aquivalenz kann nicht nur mit
Wahrheitstafeln, sondern auch mit Hilfe von
Beweisen gezeigt werden.

abhéngt.
3 4
GULTIGE ABLEITUNGSSCHRITTE » Darauf sollen die formalen Entsprechungen
dieser Schritte bzw. Methoden fiir unser
* In diesem Kapitel geht es um einfache Schrit- formales System F besprochen werden.

te, sog. giiltige Ableitungsschritte, die in einem
informellen Beweis zuldssig sind, sowie um
zwei komplexere Beweismethoden fiir die
booleschen Junktoren.

» In informellen Beweisen ist prinzipiell jeder
Ableitungsschritt zuldssig, falls klar ist, dass
der in dem Schritt hergeleitete Satz aus den
Préamissen folgt. (Natiirlich diirfen Folgerun-

» Bei den Beweismethoden handelt es sich um gen, die in einem Beweis erwiesen werden
den sog. Beweis durch Widerspruch und die sollen, nicht in dem Beweis verwendet
sog. Fallunterscheidung. werden.)
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» Aufgrund der Wahrheitstafelmethode wissen
wir somit, dass wir aus dem doppelt negierten
Satz ——P den Satz P herleiten konnen (und
umgekehrt). Ebenso wissen wir (Idempotenz),
dass wir aus P VV P (wie auch im Falle von
P A P) den Satz P herleiten konnen (und
umgekehrt). Auch diirfen Aquivalenzketten
verwendet werden.

= Ebenso konnen wir logische Wahrheiten wie
a = aoder P Vv =P stets in einen Beweis auf-
nehmen, da sie aus jeder Primissenmenge—
sogar aus der leeren—folgen.

» Zu den giiltigen Ableitungsschritten zéhlen
insbesondere die folgenden: Die Herleitung
von P aus P A Q, die Herleitung von P A Q aus
P und Q sowie die Herleitung von P VV Q aus P
(oder aus Q).

» Den ersten Schritt werden wir im Rahmen
unseres formalen Systems F bezeichnen als
Konjunktions-Beseitigung, den zweiten als
Konjunktions-Einfithrung und den dritten als
Disjunktions-Einfiihrung.

FALLUNTERSCHEIDUNG

» Ein Beweis durch Fallunterscheidung verfahrt
wie folgt: Angenommen, P vV Q gehort zu
unseren Pramissen und wir konnen zeigen,
dass ein Satz S aus P folgt und ebenso, dass S
aus Q folgt. Dann kénnen wir auf S schlieBen
(aufgrund der Pramisse P vV Q).

* Im Allgemeinen diirfen wir ausgehend von
einer Disjunktion Py, ..., P, auf S schlie3en,
wenn wir S auch ausgehend von jedem ein-
zelnen Disjunkt P; bis P, herleiten kénnen.

= Beispiel: Wir wollen zeigen, dass Small(c)
logisch folgt aus:

(Cube(c) A Small(c)) V (Tet(c) A Small(c))

Wir haben zwei Fille zu unterscheiden, die
den beiden Disjunkten entsprechen:

10

* Im ersten Fall gilt Cube(c) A Small(c) und so-
mit wegen Konjunktions-Beseitigung Small(c).

» Im zweiten Fall ergibt sich ebenfalls aufgrund
der Konjunktions-Beseitigung Small(c) aus
dem zweiten Disjunkt Tet(c) A Small(c).

Unahingig davon, welcher von beiden Féllen
gilt, folgt also Small(c). Da nach der Ausgangs-
prémisse

(Cube(c) A Small(c)) V (Tet(c) A Small(c))

zumindest einer der Fille zutreffen muss, folgt
auch aus dieser Small(c).

» Das folgende Beispiel verdeutlicht den
Nutzen der Disjunktions-Einfiihrung:

» Wir zeigen, dass Froh(carl) vV Froh(mauzi)
logisch folgt aus:

(Zuhause(max) A Froh(carl)) v
(Zuhause(claire) A Froh(mauzi))

12

Wintersemester 2008/09




PD DR.J. BROMAND

Vorlesung Einfiihrung in die Logik

» Im Falle des ersten Disjunkts gilt
Zuhause(max) A Froh(carl), woraus sich
wiederum aufgrund der Konjunktions-
Beseitigung Froh(carl) ergibt. Mit Hilfe der
Disjunktions-Einfithrung kann man somit
auf Froh(carl) V Froh(mauzi) schlieBen.

» Im Falle des zweiten Disjunkts ergibt sich
entsprechend dem ersten Fall Froh(mauzi).
Auch hier benoétigen wir die Disjunktions-
Einfithrung, um die gewiinschte Konklusion
Froh(carl) V Froh(mauzi) zu erhalten.

BEWEIS DURCH WIDERSPRUCH

= Beweise durch Widerspruch sind auch bekannt
unter den Bezeichnungen indirekter Bewelis,
Negations-Einfiihrung oder auch reductio ad
absurdum.

14

* Die Grundidee eines Beweises durch Wider-
spruch ist dabei die folgende:

* Um —S ausgehend von den Prémissen
Py, ..., P, zu beweisen, kann man zunéchst
S annehmen und dann zeigen, dass aus dieser
Annahme ein Widerspruch folgt.

» Wenn wir einen Widerspruch aus Py, ..., P,
und S herleiten kénnen, zeigt dies, dass S
falsch sein muss, wenn wir Py, ..., P,
voraussetzen, weshalb —S gelten muss.

» Beispiel: Wir wollen zeigen, dass —(b = c) aus
Cube(c) v Dodec(c) und Tet(b) logisch folgt:

» Um zu einem Widerspruch zu gelangen,
nehmen wir an, dass b = c gilt. Wegen der
ersten Pramisse gilt Cube(c) oder Dodec(c).

» Im ersten Fall gilt wegen b = c auch Cube(b),
was Tet(b) widerspricht.

» Im zweiten Fall ergibt sich wegen b = c der
Satz Dodec(b), was auch Tet(b) widerspricht.

16

* In beiden Fillen ergibt sich somit ein Wider-
spruch, was zeigt, dass =(b = c) aus den Pré-
missen Cube(c) V Dodec(c) und Tet(b) folgt
(da b = c unvereinbar mit den Prémissen ist).

» Dabei versteht man unter einem Widerspruch
einen Satz, der nicht wahr sein kann bzw. eine
sog. inkonsistente Menge von Sétzen, von de-
nen nicht alle zusammen wahr sein konnen.

Beispiele sind somit Sitze wie Q A =Q oder
a # a bzw. die Mengen {Cube(c), Tet(c)} und
{x<y,y <x}.

» Einen solchen Widerspruch kiirzt man oft
durch das Symbol L ab, das man héufig auch
als Falsum bezeichnet.

» Ein Satz S ist unméglich wahr bzw. logisch
unmdaglich, wenn seine Negation —S logisch
notwendig ist.

= Ist also =S tautologisch (und somit auch
logisch) wahr, dann ist S widerspriichlich.

18
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» Ein Satz, der aufgrund der Bedeutungen sei-
ner Junktoren widerspriichlich ist, kann mit
Hilfe von Wahrheitstafeln als widerspriichlich
erwiesen werden.

= Allerdings gibt es widerspriichliche Sitze, die
nicht aufgrund ihrer Junktoren widerspriich-
lich sind—wie z.B. a # a.

» Haben wir mit Hilfe von Wahrheitstafeln
gezeigt, dass —S tautologisch ist, haben wir
dem Obigen zufolge ebenfalls gezeigt, dass
S widerspriichlich ist.

» Sind Satzmengen aufgrund der Bedeutungen
ihrer wahrheitsfunktionalen Junktoren wider-
spriichlich, kann auch dies mit Hilfe von
Wahrheitstafeln festgestellt werden:

» Eine solche Menge von Sitzen wird wt-
widerspriichlich genannt; im Rahmen ihrer
gemeinsamen Wahrheitstafel ist in jeder Zeile
zumindest einer der Sétze falsch.

20

ARGUMENTE MIT
INKONSISTENTEN PRAMISSEN

» Aus inkonsistenten Préamissen P, ..., P, folgt
jeder beliebige Satz S. Da es schon nicht sein
kann, dass P4, ..., P, zusammen wahr sind,
kann es erst recht nicht sein, dass P4, ..., P,
alle wahr sind, S aber falsch ist.

* Ein Argument mit inkonsistenten Pramissen
ist somit trivialerweise giiltig—aber niemals
schliissig!

Aufgrund der obigen Uberlegung kann auch
das Prinzip ex falso quodlibet eingesehen
werden: Aus einem Widerspruch L folgt jeder
beliebige Satz.

» Im Falle von Argumenten mit inkonsistenten
Pramissen konnen wir—ausnahmsweise—mit
logischen Mitteln feststellen, dass das Argu-
ment nicht schliissig ist, ndmlich dann, wenn
wir nur aus den Pramissen L herleiten.

22

FORMALE BEWEISE UND
BOOLESCHE LOGIK

» Das System F, von dem wir bereits die Regeln
fiir = kennen gelernt haben, ist ein sog. Kalkiil
des natiirlichen Schliefiens. Im Rahmen solcher
Kalkiile werden unsere informellen Schluss-
regeln modelliert.

* Im Gegensatz zu informellen Beweisen darf
in F nur auf einen bestimmten (relativ spérli-
chen) festgelegten Bestand logischer Schluss-
regeln zuriickgegriffen werden.

Es darf also nicht ohne weiteres wie im Falle
informeller Beweise auf eine beliebige logi-
sche Konsequenz der Pramissen geschlossen
werden.

Wie im Falle von = werden im Rahmen von F
auch fiir jeden Junktor je eine Einfiihrungs-
und eine Beseitigungsregel festgelegt.

24
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KONJUNKTIONSREGELN

* A-Beseitigung (A Elimination/A Elim):

PiA ... AP;A...AP,

> | P

(Es kann auch P; = P, oder P; = P, sein.)

* A-Einfiithrung (A Introduktion/A Intro):
P1

U
Pn

>| PyA .. AP,

= Der Pfeil ,,|}“ soll dabei ausdriicken, dass
P, bis P, im Beweis bereits aufgetreten sein
miissen (in beliebiger Reihenfolge), damit
auf P; A ... A P, geschlossen werden kann.

26

* Im Rahmen eines formalen Beweises miissen
alle Schritte begriindet werden. Im Falle der
A Beseitigung wird dazu die Regel genannt
(abgekiirzt: A Elim) sowie die Zeile, in der
die Konjunktion vorkommt.

* Im Falle der A Einfithrung (abgekiirzt:

A Intro) werden die Zeilen genannt, in
denen die Konjunkte einzeln vorkommen.

= PBeispiel:
1. AABAC
2. B A Elim: 1
3. C A Elim: 1
4. CAB A Intro: 3,2

» Im Falle der Regel der A Einfithrung ist es
wichtig, auf Klammern zu achten, die man
sich bei den einzelnen Konjunkten ersparen
konnte aufgrund unserer Konvention, die
duBersten Klammern wegzulassen.

28

» Anderenfalls konnen Mehrdeutigkeiten
entstehen wie im folgenden Beispiel:

1. AVB
2. C

3. AVBAC A Intro: 1,2

= Korrekt wire hingegen das Folgende:

1. AvB
2. C

3. (AvB)AC

A Intro: 1,2

DISJUNKTIONSREGELN

» V-Einfiithrung (V Introduktion/V Intro):
P,
>| PiV...VPV..VP,

(Es kann auch P; = P, oder P; = P, sein.)

30
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» Wie im Falle der A Einfiihrung ist es auch bei
dieser Regel wichtig, auf die Klammerung zu
achten.

» Die Regel der V Beseitigung entspricht der
informellen Methode der Fallunterscheidung.
Die Beweisfiihrung im Rahmen der unter-
schiedenen Fille wird in F von sog. Unter-
beweisen libernommen.

= Ein Unterbeweis ist, wie der Name schon nahe
legt, ein Teil eines umfassenderen Beweises. In
der Regel beginnt ein Unterbeweis mit einer
Annahme, an der allerdings im Gegensatz zu
den Annahmen des Hauptbeweises nur
voriibergehend festgehalten wird.

» Eine solche zwischenzeitliche Annahme wird
(wie die Pramissen des Hauptbeweises auch)
durch einen Fitch-Balken vom Rest des
Beweises abgehoben.

32

» Beispiel: » [PyV...VP, V Beseitigung
1. (AAB)V(CAD) (V Elimination/V Elim)
(2. AAB P
3.B A Elim: 2 s
4. BvD V Intro: 3
| 5. CAD v p
6. D A Elim: 5 — "
7. BvD V Intro: 6 S
8. BvD V Elim: 1,2-4,5-7 .
>| S
33 34
NEGATIONSREGELN * — Einfithrung (- Introduktion/— Intro)

» - Beseitigung (— Elimination/— Elim):

ﬁ‘!P

>| P

» Die Regel der — Einfiihrung entspricht der
Beweismethode des indirekten Beweises
bzw. des Beweises durch Widerspruch.

:

> | -P

» Das ,,1“ im obigen Schema soll dabei nicht als
Abkiirzung fiir einen bestimmten Widerspruch
aufgefasst werden, sondern als ein eigenes lo-
gisches Symbol.

36
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= | als logisches Symbol aufzufassen ist in ver-
schiedenen Hinsichten vorteilhaft, allerdings
miissen so auch eigene Regeln fiir 1 angege-
ben werden:

» | Einfiihrung (L Introduktion/L Intro):

» Wenn die Regel der L Einfithrung angewandt
werden kann, zeigt dies die Inkonsistenz der
Ausgangspramissen. In der Regel wird die
Regel im Rahmen eines Unterbeweises einge-
setzt werden, in dem eine bestimmte voriiber-
gehende Annahme widerlegt werden soll.

P
: = Kann die Regel auf der Hauptebene des
—pP Beweises angewandt werden, zeigt dies die
: Widerspriichlichkeit von dessen Pramissen.
. Auf diese Weise kann ein formaler Beweis der
Inkonsistenz gefiihrt werden.
37 38
» Beispiel: » Die Regel der — Beseitigung entspricht einer
1L AVB ,Richtung‘ des Prinzips von der doppelten
2' A Negation. Die andere Richtung kann nun
3' B wie folgt bewiesen werden:
14 A LA
h. 1 1 Intro:4,2 F -A
6. B 3.L 1 Intro: 1,2
’7_ L 1 Intro: 6,3 4, =-A = Intro: 2-3
8. L Vv Elim: 1,4-5,6-7
39 40
» Die Regel der | Beseitigung entspricht dem = Beispiel:
Prinzip ex falso quodlibet: 1. PvVQ
* | Beseitigung (L Elimination/L Elim): 12. Q
L | 3. P
‘ 4. P Reit: 3
15.Q
> | P 6. Q Reit: 2
7. L 1 Intro: 5,6
8. P 1 Elim:7
9. P V Elim: 1,3-4,5-8

41

42
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» Eigentlich konnten wir auf die Regel der | Be-
seitigung verzichten, da sie sich bereits aus den
anderen Regeln ergibt. Allerdings bendtigten
wir ohne die Regel mehr Schritte, um einen
beliebigen Satz P aus | herzuleiten (im fol-
genden Beispiel befindet sich | in Schritt 5):

5.1

’j. -P
7. L

Reit: 5
8. =P — Intro: 67
9.P = Elim: 8

43

» Mit Hilfe der bereits vorgestellten Regeln
kann | ausgehend von jeder beliebigen wt-
widerspriichlichen Aussagenmenge hergeleitet
werden.

» Allerdings konnen Aussagen auch wider-
spriichlich sein aufgrund der Bedeutung
anderer logischer Ausdriicke (wie = oder den
noch zu besprechenden Quantoren) oder der
Bedeutung des nicht-logischen Vokabulars
(wie den Pradikaten der Klotzchensprache).

44

» Im ersten Fall folgt | tautologisch aus der
fraglichen Aussagenmenge, im zweiten Fall ist
L eine PL1-Folgerung der fraglichen Menge
und im letzten Fall folgt | analytisch aus der
besagten Menge.

» Mit Tarski’s World und den Ableitungspro-
zeduren Taut Con, FO Con und Ana Con
kann tiberpriift werden, ob einer dieser drei
Fille vorliegt.

45

UBUNGEN

= Bitte bis zur nichsten Vorlesung vorbereiten:
Kap. 6.4 bis einschlieBlich Kap. 7
(Formale Beweise und Boolesche Logik &
Konditionale)!

» Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf
Papier 16sen und beim Tutor abgeben:
5.5,5.6,5.11,5.12,5.18,6.5,6.9,6.13,6.15

= Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (optional!) auch die ,,Sie sind dran“-Ab-
schnitte bearbeiten!

46
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» Zum adiquaten Gebrauch v. Unterbeweisen 3
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Wahrheitsfunktionale Vollstdndigkeit 35

Ubungen 46
2
7Z.UM ADAQUATEN GEBRAUCH » Auf die Annahmen oder die aus ihnen herge-
VON UNTERBEWEISEN leiteten Sétze eines noch nicht abgeschlosse-
nen Unterbeweises diirfen wir uns aber beru-
» Die Annahmen eines Unterbeweises sind stets fen, wenn wir verschachtelte Unterbeweise
nur voriibergehend: Nach Beendigung des fithren (d.h. Unterbeweise von Unterbewei-
Unterbeweises diirfen wir uns nicht mehr auf sen).

die Annahmen oder auf Sitze im Unterbeweis

. . . » Ein solcher Bezug auf einen vorangehenden
berufen, die aus ihnen hergeleitet wurden. & &

Unterbeweis ist aber nur dann zuléssig, wenn
* Wir diirfen uns lediglich auf den Unterbeweis dieser noch nicht beendet wurde.

als Ganzen berufen.

* In einem Unterbeweis darf man sich stets auf 1. BAA)V(AANCQ)
Séitze im Hauptbeweis beziehen. 2. BAA
» Im folgenden Beispiel eines inkorrekten Be- '>3. B A Elim: 2
weises wird in Zeile 8 wird zur Begriindung 4. A A Elim: 2
ein Satz (3) aus einem bereits abgeschlossenen 5. ANC
Unterbeweis angefiihrt: 6. A A Elim: 5
7. A V Elim: 1,2-4,5-6
8. ANB A Intro: 7,3
» Im Gegensatz zum Obigen ist das Folgende
ein Beispiel eines korrekten Beweises:
5 6
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_1. -(PAQ)
| 2. (=P VvV -Q)
3.-P
'>4. =PV -Q V Intro: 3
5.1 1 Intro:4,2
6. =P - Intro: 3-5
7. P - Elim: 6
8.-Q
9.-P Vv -Q V Intro: 8
10. L 1 Intro: 9,2
11. ——Q = Intro: 810

12. Q - Elim: 11

13. PAQ A Intro: 7,12

14. -(P A Q) Reit: 1

15. L 1 Intro: 13,14
16. ﬁﬁ(ﬁP V ﬁQ) - Intro: 2—-15
17. -P v =-Q = Elim: 16

STRATEGIE UND TAKTIK

1. Machen Sie sich klar, was die Sitze besagen.

2. Uberlegen Sie, ob die Konklusion aus den
Pramissen folgt.

3. Versuchen Sie ein Gegenbeispiel zu finden,
wenn Sie meinen, dass die Konklusion nicht
folgt.

4. Versuchen Sie, einen informellen Beweis zu
fithren, wenn Sie meinen, dass die Konklusion
folgt.

5. Lassen Sie sich bei der Auffindung eines
formalen Beweises vom informellen leiten.

6. Versuchen Sie beim Fiihren eines Beweises
gelegentlich ,riickwarts® vorzugehen.

7. Uberpriifen Sie beim Riickwirts-Arbeiten

gtete ok die 7Zwice hancnheitéa arig Aa
SLCULS, VU UIT ZWIDULITIIDUIILILLC aud ucll

Pramissen folgen.

10

= Beispiel:
1. =P v —=Q

2.
3. 2(PAQ)

L_l. -PVv-Q

2.PAQ
3.
L

5. 2(PAQ)

— Intro: 2-4

1. =PV -Q
[ 2.PAQ
3.-P

4.

5.1

1 6.-Q

7.

8. 1

9.1 V Elim: 1, 3-5, 6-8
10.-(PA Q) = Intro: 2-9

12
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1. -PVv-Q BEWEISE OHNE PRAMISSEN
2 PAQ = Beweise ohne Pramissen zeigen, dass es sich
| 3.-P bei ihrer Konklusion um eine logische Wahr-
4.P A Elim: 2 heit handelt (die aus jeder Pramissenmenge—
5.1 L Intro: 3,4 sogar aus der leeren—folgt).
| 6.7Q o
7.Q A Elim: 2 Beispiel
8. L 1 In.troz 6,7 1 a—a — Intro
9. L V Elim: 1, 3—5, 6-8 2. b= = Intro
10.~(P A Q) ~ Intro: 2-9 3. a=aAb=b A Intro: 1,2
13 14
= Weiteres Beispiel: Das Prinzip vom DAS SYMBOL FUR DAS
ausgeschlossenen Widerspruch MATERIALE KONDITIONAL —
1. PA-P » Mit dem Symbol — soll im Rahmen unserer
2P A Elim: 1 PL1-Sprache das sog. materiale Konditional
3. -p A Elim: 1 ausgedriickt werden, das im Deutschen am
4. | | Intro: 2. 3 ehesten dem wenn ..., dann entspricht.
5. =(PA—P) — Intro: 1-4
15 16
» Sind P und Q Séitze unserer PL1-Sprache, » Die Bedeutung von — kann mit der folgenden
ist auch P — Q ein Satz unserer Sprache Wahrheitstafel wiedergegeben werden:
(bei P und Q darf es sich dabei auch um p | Q ” PQ
komplexe Sétze handeln).
o WAHR WAHR WAHR
» Dabei wird P das Antezedens und Q das ‘
- WAHR FALSCH || FALSCH
Konsequens des Konditionals genannt.
FALSCH WAHR WAHR
FALSCH ‘ FALSCH H WAHR
17 18
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» Der Satz P — Q ist somit dquivalent zu
-PVvQ.

» Mit dem Junktor — koénnen allerdings nur
bestimmte Verwendungsweisen des umgangs-
sprachlichen wenn ..., dann wiedergegeben
werden.

= Nicht erfasst werden konnen etwa sog.
kontrafaktische Konditionale wie im Falle von:

Wenn Max zu Hause wire, dann wire Bello
auch dort.

» P — Q st aber die bestmogliche wahrheits-
funktionale Annéherung an das indikative
umgangssprachliche wenn ..., dann.

* P — Q kann demnach auch gelesen werden als
Q gegeben, dass P bzw. Q, falls P. Ebenfalls
kann P — Q gelesen werden als
P nur dann, wenn Q
(in letzterem Falle ist besonders auf die
Reihenfolge von P und Q zu achten!)

20

= Im Falle eines wahren Satzes P — Q bezeich-
net man P als hinreichende Bedingung fiir Q
und Q als notwendige Bedingung fiir P.

= Im Falle von P — Q ist P hinreichend fiir Q in
dem Sinne, dass das Zutreffen von P hinreicht
bzw. dafiir geniigt, dass auch Q zutrifft.

» Beispiel: Zum Kauf einer Zeitung geniigt es,
den Kaufpreis zu entrichten—Sie miissen
keine weiteren Bedingungen erfiillen. Das
Entrichten des Kaufpreises ist somit eine
hinreichende Bedingung fiir den Erwerb.

» Ist P — Q wahr, so ist Q notwendig fiir P in
dem Sinne, dass ohne das Zutreffen von Q
auch P nicht zutreffen kann.

» In diesem Kurs ist etwa das Bestehen der Ab-
schlussklausur eine notwendige Bedingung fiir
den Erwerb der vollen Leistungspunktzahl.

» Das Bestehen der Abschlussklausur ist aber
keine hinreichende Bedingung, da auch noch
Ihre Anwesenheit notig ist. Auch die Anwe-
senheit ist somit eine notwendige Bedingung,
keine der beiden ist aber allein hinreichend.

22

* Angenommen, Sie kénnen in einem Seminar
Ihre Leistungspunkte durch eine Hausarbeit
oder durch ein Referat erweben.

» Dann ist sowohl das Halten eines Referats als
auch das Verfassen einer Hausarbeit jeweils
hinreichend fiir den Erwerb der Leistungs-
punkte, aber keine der beiden Bedingungen
ist fiir sich genommen notwendig, um die
Leistungspunkte zu erwerben.

= Mit Hilfe von — kénnen auch die umgangs-
sprachlichen wahrheitsfunktionalen Junk-
toren es sei denn und sofern nicht in nahe
liegender Weise ausgedriickt werden:

* Q sofern nicht P und Q es sei denn, dass P
sind unter denselben Umstinden wahr wie
Q wenn nicht P; sie konnen daher durch
—-P — Q ausgedriickt werden.

24
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» Eine Aussage Q folgt logisch aus einer endli-
chen Menge von Aussagen P4, ..., P, genau
dann, wenn (P, A ... A P,) — Q eine logische
Wahrheit ist.

= So folgt Q logisch aus Py, ..., P, wenn es nicht
moglich ist, dass jede der Aussagen Py, ..., P,
(und damit auch P; A ... A P,) wahr ist,
Q aber falsch ist—d.h. genau dann, wenn
(Py A ... AP,) — Qlogisch wahr ist.

» Dass Q eine tautologische Folgerung aus
P, ..., P, ist, kann demnach auch dadurch
gezeigt werden, dass man die Aussage
(Py A ... AP,) — Q als Tautologie erweist
(mit Hilfe einer entsprechenden Wahrheits-
tafel).

26

DAS SYMBOL FUR DAS
BIKONDITIONAL <+

* Mit dem Symbol < wird im Rahmen unserer
PL1-Sprache das sog. Bikonditional ausge-
driickt. Dieses wird umgangssprachlich mit
Wendungen wie dann und nur dann wenn
oder genau dann wenn (abgekiirzt: gdw.—
im Englischen iff fiir if and only if).

» Sind P und Q Séitze unserer PL1-Sprache, ist
auch P < Q ein Satz unserer Sprache (bei P
und Q darf es sich dabei auch um komplexe
Satze handeln).

» Die Bedeutung von < kann mit der folgenden
Wabhrheitstafel wiedergegeben werden:

P | Q@ | P=Q
WAHR WAHR WAHR
WAHR FALSCH FALSCH

FALSCH WAHR FALSCH
FALSCH FALSCH WAHR

28

» Der Satz P < Q ist somit 4quivalent zu
(P—QA(Q—P).

» Die Sétze P und Q sind logisch dquivalent
genau dann, wenn es nicht sein kann, dass der
eine wahr, der andere falsch ist—also genau
dann, wenn P < Q logisch wabhr ist.

= Es gilt also P < Q genau dann, wenn P < Q
logisch wahr ist.

» Dass P und Q tautologisch dquivalent sind,
kann demnach auch dadurch gezeigt werden,
dass man die Aussage P < Q als Tautologie
erweist (mit Hilfe einer entsprechenden
Wabhrheitstafel).

30
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KONVERSATIONALE » Letzteres ist aber nicht Teil der Satzbedeu-
IMPLIKATUREN tung, sondern eine sog. konversationale
Implikatur. Die Theorie der konversationalen
* Manchmal ist man geneigt, Sitze der Form Implikaturen geht zuriick auf den Philosophen
P — Qim Sinne von P < Q zu verstehen: H. P. Grick. Bei einer solchen Implikatur
So konnte man den Satz Wenn Max krank ist, handelt es sich um eine Folgerung, die wir
kommt Anne nicht zur Party im Sinne eines aufgrund der Behauptung eines Satzes ziehen.

Bikonditionals verstehen, so dass mit dem Satz
auch noch gesagt wird: Wenn Max nicht krank
ist, kommt Anne zur Party.

» Im Gegensatz zu logischen Folgerungen » Logische Folgerungen kénnen nicht in diesem
konnen Implikaturen aufgehoben werden Sinne aufgehoben werden (ohne dass der re-
dadurch, dass man die Implikatur explizit sultierende Satz selbstwiderspriichlich wiirde):

bestreitet. So kann man sagen: Es regnet und es ist kalt, aber es regnet nicht.

Wenn Max krank ist, kommt Anne nicht zur
Party, aber es ist auch nicht gesagt, dass sie
kommt, wenn Max nicht krank ist.

» Auch unsere Neigung, das einschlieende
Oder als ausschlieBendes zu interpretieren,
kann mit Hilfe der Theorie der Implikaturen
erklirt werden.

WAHRHEITSFUNKTIONALE = So sind etwa die Sétze 2 + 2 = 4 und
VOLLSTANDIGKEIT Die Logik-FEinfiihrung ist ein Pflicht-Kurs
beide wahr. Allerdings ist der Satz
= Wie erwihnt sind nicht alle Junktoren bzw. Es ist notwendig, dass die Logik-Einfiihrung
Satzoperatoren des Deutschen wahrheits- ein Pflicht-Kurs ist falsch, wihrend der Satz
funktional: Ein nicht-wahrheitsfunktionaler Es ist notwendig, dass 2 + 2 = 4 wahr ist.

Junktor ist beispielsweise weil, ein nicht-
wahrheitsfunktionaler Satzoperator ist etwa
es ist notwendig, dass.
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= Gibt es auch wahrheitsfunktionale Junktoren,
die wir (noch) nicht ausdriicken konnen?
Dem ist nicht so. Wie sich zeigen wird, ist es
nicht erforderlich, unserer Sprache weitere
Junktoren hinzuzufiigen.

» Bereits — und < wiren nicht zwingend noétig
gewesen und dienen in erster Linie zur Ver-
einfachung von Beweisen und Ausdriicken.

» Jede Wahrheitsfunktion kann im Rahmen
einer Wahrheitstafel dargestellt werden.
Im Falle von zweistelligen Junktoren gibt es
2* = 16 unterschiedliche Wahrheitstafeln.

(Die Wahrheitstafel besitzt 4 Zeilen; pro Zeile
gibt es 2 Moglichkeiten, diese auszufiillen:
WAHR oder FALSCH.)

38

= Beispielsweise kann das ausschlieBende Oder
durch die folgende Wahrheitstafel beschrieben
werden:

P | Q || Entweder P oder Q
WAHR WAHR FALSCH
WAHR FALSCH WAHR

FALSCH WAHR WAHR
FALSCH FALSCH FALSCH

» Entweder P oder Q kann ausgedriickt werden
durch: (P A =Q) V (=P A Q)
(oder durch —(P < Q)).

» Im Allgemeinen sieht die Wahrheitstafel fiir
einen zweistelligen Junktor * wie folgt aus:

P | o | Pxq
WAHR WAHR 1. Wert
WAHR FALSCH 2. Wert

FALSCH WAHR 3. Wert
FALSCH ‘ FALSCH ‘ 4. Wert

40

» Die Wahrheitsfunktion P * Q kann nun mit
Hilfe von A, V und — ausgedriickt werden:
Wir betrachten fiir jede Zeile n, die unter
P x Q den Wert waHR enthilt, die entspre-
chende Konjunktion:

*G=(PAQ)

* G=(PA-Q)
* G=(P1Q)
* G=(-PA-Q)

41

= Wir bilden dann eine Disjunktion aus denjeni-
gen C,, in deren entsprechender Zeile wahr
steht.

(Falls alle vier Werte falsch sind, ist die
gesuchte Formel P A =P A Q A —Q)

= Auf entsprechende Weise konnen auch alle
moglichen einstelligen Satzoperatoren sowie
Junktoren mit mehr als zwei Stellen ausge-
driickt werden. So auch der Junktor &:

42
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* & (A, B, C) kann durch die folgende Formel
Al B | C| A B,CQC wiedergegeben werden:
wlw|w w (AABACQV(AABA-CV(-AABACQ)
W |W]|F w VvV (-AAN-BACQ
Wl F [ W F » Eine Menge von Junktoren heillt wahrheits-
w | F|F F funktional vollstindig, wenn man mit den
F|lw/|w w Junktoren dieser Menge jede beliebige
FlwlF F Wahrheitsfunktion ausdriicken kann.
F|F|W w * Die obigen Uberlegungen zeigen, dass die
F|lF | F F Booleschen Junktoren —, A, V wahrheitsfunk-
tional vollstidndig sind.
43 44
= Wegen (P A Q) < —(=P VvV -Q) und UBUNGEN
(PV Q) & —(—P A =Q) wissen wir auch, ] ] j i
dass bereits die Mengen {—, A} und {—, v} = Bitte bis zur nichsten Vorlesung vorbereiten:

Kapitel 8 (Die Logik der Konditionale)!
= Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf

wahrheitsfunktional vollstdndig sind.

= Bereits die Menge, die als einzigen Junktor das Papier 16sen und beim Tutor abgeben:
weder ..., noch (,,|) beinhaltet, ist wahrheits- 6.20,6.26,6.35,6.38,7.3,7.14,7.17,7.19,7.22
funktional vollstédndig: —P entspricht P | P und (die Sitze /Welten zur Losung von 7.14 & 7.17

P A Qentspricht (P | P) | (Q | Q). finden Sie unter ,,Aufgaben 5“ im Internet!)

= Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (optional!) auch die ,,Sie sind dran“-Ab-
schnitte bearbeiten!

45 46
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Formale Beweisregeln fiir — und < 171
Korrektheit und Vollstandigkeit 20
Exkurs: Semantische Paradoxien 30

Ubungen 37

DIE LOGIK DER KONDITIONALE

» Die bekannteste Schlussregel im Zusammen-
hang mit dem Konditional diirfte der Modus
ponens sein: Sind P — Q und P wahr, so muss
auch Q wabhr sein.

* Im Rahmen des formalen Systems F ent-
spricht dieser Regel die — Beseitigung.

Aufgrund der Aquivalenz von P <+ Q und
(P — Q) A (Q — P) iiberrascht es nicht, dass
eine entsprechende Regel auch fiir < gilt:
Von P — Q (oder Q < P) und P kann auf Q
geschlossen werden.

* Im Rahmen des formalen Systems F ent-
spricht dieser Regel die < Beseitigung.

* Um einen Satz der Form P — Q (evtl. aus
bestimmten Annahmen) nachzuweisen, ist
P voriibergehend als Annahme anzunehmen
und damit Q herzuleiten. Dies bezeichnet
man als konditionalen Beweis.

Ist dies gelungen, kann Q nicht falsch sein,
wenn P wahr ist—weshalb dann aber auch
P — Q nicht falsch sein kann.

* Im Rahmen des formalen Systems F ent-
spricht dieser Regel die — Einfiihrung.

Beispiel: Wir wollen zeigen, dass P — R gilt,
vorausgesetzt P — Q und Q — R sind der Fall
(die sog. Transitivitit des Konditionals).

» Zum Zwecke eines konditionalen Beweises
nehmen wir P an. Aufgrund der ersten Pra-
misse P — Q gilt dann auch Q (wegen Modus
ponens). Dann kann aber der Modus ponens
mit der zweiten Pramisse Q — R erneut
angewendet und auf R geschlossen werden.
Damit haben wir gezeigt, dass P — R gilt.
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= Aufgrund der Aquivalenz von P « Q und
(P — Q) A (Q — P) liberrascht es wiederum
nicht, dass wir, um P < Q zu beweisen, sowohl
P — Q als auch Q — P zu beweisen haben.

* Im Rahmen des formalen Systems F ent-
spricht dieser Regel die <« Einfiihrung.

= Will man die Aquivalenz etwa der drei
Bedingungen Q;, Q, und Q; beweisen,
ist zu zeigen, dass Q; < Q,, Q, < Q; und
Q3 < Q, gilt. Mit dem obigen Verfahren liefe
dies auf sechs Beweise von Konditionalen
hinaus.

» In diesem Fall geniigt es allerdings, drei
Konditionale zu beweisen: Etwa Q; — Q.,
Q, — Q; und Q; — Q,. Die iibrigen erfor-
derlichen Konditionale ergeben sich
aufgrund der Transitivitdt von —.

* Unter Umstdnden kann es einfacher sein,
anstelle eines Konditionals P — Q eine
dquivalente Aussage zu beweisen. So gelten
etwa die folgenden Aquivalenzen:

. P-Q & -Q——-P
. P—-Q & PVvQ

» 2(P—>Q) & PA-Q

] P-Q & —(PA-Q)

= Aufgrund der ersten Aquivalenz P — Q <
—Q — —P kann man P — Q also auch dadurch
beweisen, dass man —=Q annimmt und damit
=P herleitet.

= Dabei bezeichnet man -Q — —P als Kontra-
position bzw. als Kontrapositives von P — Q.

= Aufgrund der letzten Aquivalenz P — Q <
—(P A =Q) kann man P — Q auch dadurch
beweisen, dass man die Annahme P A —=Q zu
einem Widerspruch fiihrt.

10

FORMALE BEWEISREGELN FUR
— UND >

» — Beseitigung (— Elimination/— Elim):
P—Q

P

> | q

* — Einfiihrung (— Introduktion/— Intro)
P

Q
>|P—-Q

12
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*» Beispiel: » Beriicksichtigt man im obigen Beweis nur die
Schritte 1 bis 4, zeigt der Beweis, dass man
— LA aufgrund der Annahme A die Aussage -—A
) beweisen kann.
2.-A
’> » Sind A und B Séitze und ist B aufgrund der
3.1 L Intro: 1,2 Annahme A herleitbar, schreibt man auch:
4. =—A - Intro: 2-3 A I B. Ein Beweis, der zeigt, dass A -B (z.B.
5.A — —-A — Intro: 1-4 die Schritte 1-4 oben), kann in einen Beweis
iiberfiihrt werden, der zeigt, dass WA — B
(dies geschieht oben in Schritt 5).
13 14
» Im Allgemeinen schreibt man A, ..., A, FB * « Beseitigung (— Elimination/«< Elim):
und es gilt, dass ein entsprechender Beweis zu P~ Q (oderQ« P)
einem Beweis umgewandelt werden kann, der :
zeigt, dass P
A (A= (= (A — B))
bzw. dass > 1 Q

* « Einfiihrung (< Introduktion/« Intro) *» Beispiel: F (P — Q) < (-Q — =P)
| P
: | LP—Q
: Q "2. -Q
. Q |3.P
- P, Q — Elim: 1,3
I; 5.1 1 Intro:2,4
6. -P - Intro: 3-5
> P=Q 7.-Q — —P — Intro: 2-6
17 18
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8.-Q— -P KORREKTHEIT UND
X VOLLSTANDIGKEIT
10.-Q » Als F;wollen wir den Teil unseres deduktiven
’71- -P — Elim: 8,10 Systems F bezeichnen, der nur die Regeln fiir
12. L 1 Intro: 9,11 die Symbole —, A, V, —, <> und L enthiilt.
13.4-Q - Intro: 10-12 JFr ist der sog. aussagenlogische Teil von F
14.Q - Elim: 13
15.P - Q — Intro: 9-14
16. (P — Q) < (-Q — —P)
< Intro: 1-7, 8-15
19 20

= Entsprechend soll Py, ..., P, =S besagen, dass Zum einen ist F; korrekt; d.h.:
es einen aussagenlogischen Beweis von S .
ausgehend von den Pramissen P, ..., P, gibt
(also einen Beweis, der nur die Regeln fiir —,
A, V,—, < und L verwendet).

Wenn Py, ..., P, .S gilt,dann ist S eine
tautologische Folgerung aus Py, ..., P,.

= Insbesondere gilt: Wenn .S, dann ist S

C . eine Tautologie.
» Zwei wichtige Eigenschaften des Systems F

sind seine Korrektheit sowie seine Vollstin-
digkeit. »= Wenn S eine tautologische Folgerung aus
Py, ..., P, ist,dann gilt auch Py, ..., P, .S.

Zum anderen ist F. vollstindig; d.h.:

» Insbesondere gilt: Wenn S eine Tautologie ist,
dann gilt auch ~S.

» Beim Beweis der Korrektheit zeigt man, dass = Der erste ungiiltige Schritt muss durch eine
in einem Beweis jeder Schritt eine tautologi- der Regeln von F. gerechtfertigt worden sein.
sche Folgerung der gerade geltenden Pramis- Das kann aber nicht sein. Dies muss allerdings
sen ist. fiir jede einzelne Regel gezeigt werden (im

Rahmen einer Fallunterscheidung).
Im Folgenden nur ein Fall:

*= Der Beweis verfiahrt indirekt: Man nimmt an,
dass es einen (ersten) ungiiltigen Schritt in ei-
nem Beweis gibt (der also nicht aus den Pra-
missen tautologisch folgt). Diese Annahme
fiihrt man dann zu einem Widerspruch.
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* Angenommen, im ersten ungiiltigen Schritt
wiirde der Satz Q mit — Elim hergeleitet.
Dann miissen vorher im Beweis die Sétze
P — Q und P auftreten, die aus den Priamissen
tautologisch folgen. Dann folgt aber auch Q
tautologisch aus den Préamissen:

» Es kann keine Zeile einer gemeinsamen
Wahrheitstafel geben, in der alle Pramissen
wahr sind, Q aber falsch ist; in einer solchen
Zeile wiren auch P — Q und P wahr und
somit auch Q.

» Sowohl die Eigenschaft der Korrektheit als
auch die der Vollstindigkeit konnen praktisch
eingesetzt werden: Selbst wenn wir keinen
Beweis von S ausgehend von den Préamissen
Py, ..., P, finden koénnen, konnen wir mit Hilfe
einer entsprechenden Wahrheitstafel feststel-
len, ob S eine tautologische Folgerung aus
P, ..., P,ist.

26

Falls es sich um eine tautologische Folgerung
handelt, gibt es einen Beweis (wegen der Voll-
standigkeit), falls nicht, gibt es keinen Beweis
(wegen der Korrektheit).

» Ob es einen Beweis von S ausgehend von
P4, ..., P, gibt, kann daher im Rahmen von
Tarski’s World mit Hilfe von TautCon iiber-
priift werden.

Allerdings zeigt die Korrektheit von 7 auch
eine Form von Unvollstindigkeit von 7. auf
(allerdings in einem anderen als dem obigen
Sinne): Wir kénnen eben nur tautologische
Folgerungen beweisen und nicht auch Fol-
gerungsbeziehungen, die sich aufgrund der
Bedeutungen anderer Symbole ergeben
(wie etwa =).

28

Klare Fille von tautologischen Folgerungen
konnen wir aufgrund der Vollstédndigkeit auch
in Beweisen verwenden. Z.B. im Falle der
doppelten Negation, des Prinzips vom ausge-
schlossenen Dritten oder im Falle von de
Morganschen Aquivalenzen. (Natiirlich soll-
ten Sie mit TautCon nicht einschrittige Bewei-
se begriinden.) Ein akzeptables Beispiel:

7. (P A Q)
8. - PvQ Taut.

EXKURS:
SEMANTISCHE PARADOXIEN

* Vom Wahrheitsbegriff nimmt man an, dass er
alle Instanzen des sog. W-Schemas erfiillt:

WP« P
(,,-P7“ ist dabei eine Bezeichnung fiir den
Satz P.) — C sei der Satz:
W("C7) — es gibt den Nikolaus

C besagt also in etwa: ,,Wenn dieser Satz wahr
ist, dann gibt es den Nikolaus.“

30
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» Der Satz ,,es gibt den Nikolaus® wird im Fol-
genden abgekiirzt durch N. Nun gilt:

LW(ICT) « (W(CT) —N) W-Schema
2.W(CY)
3.W(CT) =N < Elim: 1,2
4.N — Elim: 2,3
5W(CY) —N — Intro: 24
6. W("CT) < Elim: 1,5
7.N — Elim: 5,6

» Mit Hilfe des obigen Beweises konnen belie-
bige Satze nachgewiesen werden (man kann
fiir N jeden beliebigen Satz einsetzen). Dass
alles nachgewiesen werden kann, ist freilich
nicht akzeptabel.

» Im Falle einer solchen scheinbar unannehmba-
ren Schlussfolgerung, die aus scheinbar an-
nehmbaren Préamissen mit scheinbar annehm-
baren Schlussregeln hergeleitet werden kann,
spricht man von einer Paradoxie (vgl. R. M.
SAINSBURY, Paradoxien, Stuttgart 1993, S. 7—
8).

32

= Spielen bei der Herleitung einer Paradoxie
semantische Begriffe wie der Wahrheitsbegriff
im obigen Fall eine wesentliche Rolle, spricht
man von einer semantischen Paradoxie.

» Auf die Moglichkeit von Beweisen wie dem
obigen wurde 1942 von Haskell B. CURRY
hingewiesen. Demgemaif werden entspre-
chende Paradoxien auch Curry-Paradoxien
genannt.

= Die ilteste und wohl beriihmteste semantische
Paradoxie ist das sog. Liignerparadox. Eine
Version beruht auf dem Satz ,,Dieser Satz ist
nicht wahr*:

= Wire der Satz wahr, wire der Fall, was der
Satz besagt und der Satz somit nicht wahr.
Wire der Satz aber nicht wahr, miisste der
Satz, da er gerade dies besagt, wahr sein.
Der Liignersatz ist somit wahr genau dann,
wenn er nicht wahr ist—ein Widerspruch!

34

» Die Geschichte der Liignerparadoxie reicht
iiber 2000 Jahre zuriick. Ihr Ursprung wird
oftmals in einer Passage eines Briefes des
Apostels Paulus an Titus vermutet:

» Es hat einer von ihnen gesagt, ihr eigener
Prophet:
Die Kreter sind immer Liigner, bose Tiere und
faule Bduche.

Dieses Zeugnis ist wahr. Titus 1,12-13

» Bislang gibt es keine allgemein akzeptierte
,Losung* der semantischen Paradoxien.

» Da man sicherlich nicht alles beweisen kann,
konnte man vermuten, dass das W-Schema
falsch ist, oder man kdnnte annehmen, dass
die selbstreferentiellen Sitze (wie der Liigner-
satz) sich in irgendeinem syntaktischen oder
semantischen Sinne grundlegend von anderen
Satzen unterscheiden (z.B. konnten sie weder
wahr noch falsch sein) usw.

36
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UBUNGEN

= Bitte bis zur nichsten Vorlesung vorbereiten:
Kapitel 9 (Einfiihrung in die Quantifikation)!

» Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf
Papier 16sen und beim Tutor abgeben:
8.2,8.10,8.19,8.22, 8.26, 8.28, 8.37, 8.48, 8.51
(die Satze zur Losung von 8.2 & 8.10 finden
Sie unter ,,Aufgaben 6“ im Internet!)

= Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (optional!) auch die ,,Sie sind dran“-Ab-
schnitte bearbeiten!
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* Die vier Aristotelischen Formen 27
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= Konvers. Implikaturen & Quantifikation 33
* Quantoren und Funktionssymbole 37

= Zur Abschlussklausur 40, Ubungen 42

EINFUHRUNG IN DIE
QUANTIFIKATION

aussagenlogischen Mitteln erfasst werden.

Bedeutung bestimmter quantifizierender
Ausdriicke gelten, wie dem folgenden:

= | Alle Menschen sind sterblich.
Sokrates ist ein Mensch.

Sokrates ist sterblich.

» Viele logische Folgerungen kénnen nicht mit

Dies gilt etwa fiir Schliisse, die aufgrund der

= Im Falle dieses Schlusses ist es bereits auf-
grund der Bedeutung von alle ausgeschlossen,
dass die Pramissen wahr sein konnen, wihrend
die Konklusion falsch ist. Umgangssprachliche
Ausdriicke wie alle, einige, die meisten, genau
drei werden als Determinatoren bezeichnet.

» Dass im Falle des soeben besprochenen
Schlusses die Bedeutung des Determinators
entscheidend ist, zeigt sich auch daran, dass
entsprechende Schliisse mit anderen Deter-
minatoren nicht giiltig sind:

= | Viele Menschen sind sterblich.
Sokrates ist ein Mensch.

Sokrates ist sterblich.
= | Kein Mensch ist sterblich.
Sokrates ist ein Mensch.

Sokrates ist sterblich.

» Wihrend es in der Umgangssprache viele
verschiedene quantifizierende Ausdriicke gibt,
verfiigt unsere PL1-Sprache nur iiber zwei sog.
Quantoren, den sog. Allquantor ¥ sowie den
sog. Existenzquantor 3, mit denen viele um-
gangssprachliche quantifizierende Ausdriicke
wiedergegeben werden konnen—allerdings
konnen wir auf diese Weise nicht alle um-
gangssprachlichen quantifizierenden Aus-
driicke wiedergeben.
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VARIABLEN UND ATOMARE WFFS

» Um Quantifikationen in unserer PL1-Sprache
ausdriicken zu konnen, bendtigen wir neben
den Symbolen V und 3 noch ein weiteres
Hilfsmittel, ndmlich die sog. Variablen.

= Als Variablen verwenden wir die Buchstaben
t,u,v,w, x,y und z (mit oder ohne Subskript),
so dass wir unendlich viele Variablen zur
Verfiigung haben.

» Syntaktisch gesehen sind Variablen 7erme und
verhalten sich wie Individuenkonstanten bzw.
Namen. Insbesondere konnen Variablen
anstelle von Namen in komplexen Termen
sowie in Sitzen eingesetzt werden:

*» So sind nicht nur vater(max) sowie
(0 + 1) x 1 Terme, sondern auch vater(x) und
(y+2z) x z

» Entsprechend sind nicht nur Zuhause(max)

und GréBer(max, hans) wohlgeformt, sondern
auch Zuhause(x) und GroBer(x, y).

= Semantisch gesehen verhalten sich Variablen
allerdings anders als Namen und referieren
nicht auf ein bestimmtes Ding; vielmehr sind
sie Platzhalter fiir irgendwelche Dinge.

» Daher ergibt die Einsetzung von Variablen fiir
Namen in atomare Sétzen auch nicht wieder-
um atomare Sétze: Ausdriicke wie Zuhause(x)
und GroBer(x, y) nennt man atomare Formeln,
oder atomare Wffs (wohl geformte Formeln),
sie sind weder wahr noch falsch.

DIE QUANTORENSYMBOLE: V, 3

= Mit Hilfe der Quantorensymbole V und 3
konnen aus atomaren Formeln wiederum
(wahre oder falsche) Sétze gebildet werden.

» Die Symbole V und 3 treten dabei stets
zusammen mit einer Variablen auf. Man
spricht daher von einem Variablen-
bindenden Operator. ,Vx“ besagt dabei
soviel wie fiir jedes Ding x und ,,Ix“ besagt
soviel wie fiir mindestens ein Ding x.

10

= Stellt man einen solchen Quantor vor eine
atomare Formel wie Zuhause(x), ergibt sich ein
neuer Satz: Vx Zuhause(x), der soviel besagt
wie Fiir jedes Ding x gilt, dass es zu Hause ist
bzw. Alles ist zu Hause.

Mit diesem Satz wird eine Aussage iiber alles
gemacht, es handelt sich um eine sog. unbe-
schrinkte Allquantifikation. Will man nur eine
Aussage machen iiber alle Objekte eines be-
stimmten Typs, kann eine sog. beschrinkte
Allquantifikation verwendet werden:

¥x (Doktor(x) — Klug(x))

Entsprechend besagt 3x Zuhause(x) soviel wie
Fiir mindestens ein Ding x gilt, dass es zu
Hause ist bzw. Etwas ist zu Hause.

Eine beschrinkte Existenzquantifikation kann
nun wie folgt ausgedriickt werden:

3Ix (Doktor(x) A Klug(x))

12
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= Im Rahmen beschrinkter Quantifikationen
werden Quantoren auf Ausdriicke wie

Doktor(x) A Klug(x)

angewandt, die zu den (nicht-atomaren) For-
meln bzw. Wifs gehoren.

Im Folgenden soll der Begriff einer (wohlge-
formten) Formel bzw. kurz Wff naher erlautert
werden.

* Eine atomare Formel bzw. atomare Wff besteht
aus einem n-stelligen Pridikat, gefolgt von
n-vielen Termen (Namen oder Variablen).
Variablen in atomaren Wffs werden auch
frei oder ungebunden genannt.

» Aus atomaren W{fs kénnen mit Hilfe der
Junktoren und der Quantoren komplexe
Wffs aufgebaut werden.

14

Ist P eine W{f, dann auch —P.

Sind P, ..., P, Wffs, dann ist auch
(Py A ... AP,) eine WIf.

Sind P, ..., P, Wffs, dann ist auch
(P V ...V P,) eine WIf.

= Sind P und Q Wffs, dann ist auch
(P — Q) eine WIf.

= Sind P und Q Wffs, dann ist auch
(P < Q) eine WIf.

= Wenn P eine Wff und v eine Variable ist, dann
ist Vv P eine W1f, und jedes Vorkommnis von v
in Vv P ist gebunden.

= Wenn P eine Wff und v eine Variable ist, dann
ist 3v P eine W1f, und jedes Vorkommnis von v
in Jv P ist gebunden.

» Ein Satz ist eine Wff ohne ungebundene
(bzw. freie) Variablen.

16

* So sind etwa Cube(x), Small(x) und LeftOf(x, y)
atomare Wffs.

= Wegen der zweiten Regel ist dann auch
Cube(x) A Small(x) eine WHf.

= Wegen der siebten Regel ist dann auch
Jy LeftOf(x, y) eine WHL.

» Dann ist wegen Regel vier auch
(Cube(x) A Small(x)) — Jy LeftOf(x, y)
eine WIf.

» In allen obigen Wi{fs gibt es freie Variablen, so
dass keine der obigen Formeln ein Satz ist.
Einen Satz erhélt man aus der letzten Formel
etwa durch die Voranstellung eines Allquan-
tors:

Vx ((Cube(x) A Small(x)) — Ty LeftOf(x, y))

» Mit Klammern zeigt man dabei den sog. Sko-
pus bzw. Wirkungsbereich eines Quantors an.

18

Wintersemester 2008/09




PD DR.J. BROMAND

Vorlesung Einfiihrung in die Logik

= Auch konnen mit Hilfe von Klammern Satze
von Formeln unterschieden werden, die keine
Satze sind. So ist

3Ix (Doktor(x) A Klug(x))
ein Satz, in
3x Doktor(x) A Klug(x)
ist hingegen das zweite Vorkommen der
Variable x frei. (Im Rahmen der ersten
Formel wurde der Quantor auf die Formel

(Doktor(x) A Klug(x)) angewandt, im Falle
der zweiten Formel nur auf Doktor(x).)

DIE SEMANTIK DER QUANTOREN

* Wie in der Umgangssprache setzen auch
quantifizierte Sétze unserer PL1-Sprache
einen zuvor festgelegten Gegenstands- bzw.
Quantifikationsbereich voraus.

= Dabei handelt es sich um eine nicht-leere
Menge von Objekten wie etwa Zahlen oder
Klo6tzchen.

20

» Um die Wahrheitsbedingungen eines quantifi-
zierten Satzes anzugeben, muss zunéchst der
Begriff der Erfiillung geklart werden.

» Es geniigt vorerst, den Begriff anhand von
Beispielen zu veranschaulichen. So erfiillt ein
Objekt etwa die Formel Cube(x) genau dann,
wenn es ein Wiirfel ist. Ein Objekt erfiillt die
Formel Cube(x) A Small(x) dann und nur dann,
wenn es ein Wiirfel und klein ist. Und ein
Objekt erfiillt die Formel Cube(x) V —Large(x)
genau dann, wenn es ein Wiirfel oder nicht
grof ist.

» Ein Objekt namens a erfiillt eine Formel S(x)
genau dann, wenn der Satz S(a) wahr ist. Um
zu priifen, ob ein Objekt die Formel S(x)
erfiillt, setzt man also den Namen des Objekts
fiir x ein (falls es einen Namen besitzt—
anderenfalls muss ihm zunéchst ein Name
zugewiesen werden) und priift dann, ob der
resultierende Satz wahr ist.

22

» Ein Satz der Form 3x S(x) ist nun wahr, wenn
es mindestens ein Objekt im Gegenstands-
bereich gibt, das die Teilformel S(x) erfiillt.

» Entsprechend ist ¥x S(x) wahr, wenn alle
Objekte im Gegenstandsbereich die Teil-
formel S(x) erfiillen.

» Setzen wir als Gegenstandsbereich beispiels-
weise die Menge der geraden Zahlen voraus,
ist ¥x Gerade(x) wahr, wenn alle geraden
Zahlen gerade sind (was klarerweise zutrifft).

» Setzte man als Gegenstandsbereich aber die
Menge aller ganzen Zahlen voraus, wire
Vx Gerade(x) wahr, wenn alle ganzen Zahlen
gerade sind (was klarerweise nicht zutrifft).

24
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= Im Ubrigen werden wir Ausdriicke wie S(x)
oder P(y) als Platzhalter fiir moglicherweise
komplexe Formeln verwenden. So konnte S(x)
die folgende Formel vertreten:

Doktor(x) A Klug(x)

» Mit S(b) ist dann die Formel gemeint, die sich
aus S(x) ergibt, wenn man alle freien Vor-
kommnisse der Variablen x durch b ersetzt.
Im obigen Fall wére S(b):

Doktor(b) A Klug(b)

Handelte es sich hingegen bei S(x) um die
Formel 3x Doktor(x) A Klug(x), wire S(b):

3x Doktor(x) A Klug(b)

26

DIE VIER ARISTOTELISCHEN
FORMEN

= Einige Schliisse mit quantifizierten Sidtzen
waren bereits in der Antike bekannt. So
untersuchte Aristoteles im Rahmen seiner
Syllogistik Séatze mit den folgenden Formen:

Alle Ps sind Qs
Manche Ps sind Qs
Kein P ist ein Q
Manche Ps sind keine Qs

Mit Hilfe der Quantoren konnen diese Sitze
wie folgt wiedergegeben werden:

Vx (P(x) — Q(x))

I (P(x) A Q(x))

» Vx (P(x) — =Q(x)) bzw. =3x (P(x) A Q(x))
I (P(x) A =Q(x))

28

KOMPLEXE NOMINALPHRASEN
UBERSETZEN

» Im Deutschen werden Quantifikationen und
insbesondere Existenzbehauptungen nicht
immer explizit formuliert (Es gibt ...),
sondern oftmals im Rahmen komplexer
Nominalphrasen implizit vorgenommen.

» Im Falle existenzieller Nominalphrasen wird
dabei die Existenz von etwas zum Ausdruck
gebracht; sie beginnen haufig mit manche,
einige, wenigstens ein, etwas, irgendwas oder
einem unbestimmten Artikel.

» So ist der Satz
Ein kleiner, frohlicher Hund ist zu Hause
wie folgt zu libersetzen:

3Ix [(Klein(x) A Fréhlich(x) A
Hund(x)) A Zuhause(x)]

30
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» Universelle Nominalphrasen beginnen dage-
gen héufig mit Ausdriicken wie alle, jeder,
samtliche.

» Der Satz
Jeder kleine, frohliche Hund ist zu Hause
ist wie folgt zu iibersetzen:

Wx [(Klein(x) A Fréhlich(x) A Hund(x)) —
Zuhause(x)]

» Entsprechendes gilt fiir Nominalphrasen, die
mitten im Satz auftreten. Somit weicht die
grammatikalische Form eines deutschen
Satzes oft deutlich von der Form seiner PL1-
Ubersetzung ab:

Max besitzt einen kleinen, frohlichen Hund

3x [(Klein(x) A Fréhlich(x) A
Hund(x)) A Besitzt(max, x)]

32

KONVERSATIONALE IMPLIKATU-
REN UND QUANTIFIKATION

» Sdtze der Form Vx (P(x) — Q(x)) sind auch
dann wahr, wenn es im zugrunde gelegten
Gegenstandsbereich keine Objekte gibt, die
P(x) erfiillen (da es somit keine Gegenbei-
spiele gibt).

» Solche Satze nennt man leererweise wahre
Generalisierungen.

= Ebenso sind Sitze wie
Yy (Tet(y) — Cube(y))

wahr, wenn es im zugrunde gelegten
Gegenstandsbereich keine Tetraeder gibt.
Der Satz ist dabei sogar nur in solchen Welten

» Allaussagen, die nur dann wahr sind, wenn ihr
Antezedens von keinem Objekt erfiillt wird,
heilen wesenhaft leere Generalisierungen.

34

» Umgangssprachlich werden solche Sitze oft
als irrefiihrend empfunden, da Sétze wie

Jeder Student im ersten Semester, der den Kurs
besuchte, bestand die Priifung

die konversationale Implikatur mit sich brin-
gen, dass es tatsdchlich Erstsemester unter den
Kursteilnehmern gab.

» Eine weitere wichtige Implikatur besteht
darin, dass die AuBerung von

Manche Ps sind Qs
gelegentlich nahe legt, dass
Alle Ps sind Qs

nicht gilt. Auch hier handelt es sich aber nicht
um eine logische Folgerung, sondern um eine
konversationale Implikatur, die aufgehoben
werden kann. So kann man etwa sagen:

Manche Teilnehmer bekamen ein sehr gut, es

bekamen sogar alle ein sehr gut.
36
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QUANTOREN UND
FUNKTIONSSYMBOLE

» Zusammen mit Quantoren lassen sich mit
Funktionssymbolen Sachverhalte z.T. leichter
ausdriicken als mit entsprechenden Pridika-
ten. So kann der Satz, dass der Grofvater
jedes Menschen netter als sein Vater ist, wie
folgt ausgedriickt werden:

Vx Netter(vater(vater(x)), vater(x))

» Mit entsprechenden Pridikaten lautet der
Satz: Vx Vy Vz ((VaterVon(x,y) A
VaterVon(y, z)) — Netter(x, y))

* Auch in unsere Klotzchensprache konnten
wir Funktionssymbole einfithren: wv(x) (das
Objekt, das in der Spalte von x am weitesten
vorne ist), wh(x) (das Objekt, das in der Spalte
von x am weitesten hinten ist), wl(x)

(das Objekt, das in der Zeile von x am weites-
ten links ist) und wr(x) (das Objekt, das in der
Zeile von x am weitesten rechts ist).

38

Ix (wl(x) = x) besagte dann etwa soviel wie
Mindestens ein Objekt ist identisch mit dem am
weitesten links befindlichen Objekt in seiner
Zeile bzw.: Es gibt mindestens ein Objekt,
neben dem sich links nichts befindet.

Bei Ausdriicken wie wv(wl(a)) ist das innere
Funktionszeichen zuerst zu lesen: Ist b das am
weitesten links stehende Objekt in der Zeile
von a, bezeichnet wv(wl(a)) das Objekt, das
am weitesten vor b steht.

SCHWERPUNKTE DER
ABSCHLUSSKLAUSUR

= Ubersetzen umgangssprachlicher Sitze in die
Sprache der Aussagenlogik und umgekehrt.
Beispielaufgaben: 3.21,3.23-3.24,7.11,7.12,
7.15,7.19,7.20.

= Ubersetzen umgangssprachlicher Sitze in die
Sprache der Pradikatenlogik und umgekehrt.
Beispielaufgaben: 11.17,11.21,11.22,11.27,
11.28.

40

Uberpriifung auf tautologische Wahrheit, Fol-
gerung und Aquivalenz mit Hilfe von Wahr-
heitstafeln und Beweisen sowie evtl. Konstruk-
tion von Gegenbeispielen. Beispielaufgaben:
2.17-2.20,4.2,4.4-4.7,4.12-4.18,4.20-4.22,
6.3-6.6,6.9-6.14, 6.18-6.20, 7.1-7.8, 8.26-8.30,
8.44-8.53.

Uberpriifung auf PLI-Wahrheit, PLI-Folge-
rung und PLI1-Aquivalenz mit Hilfe von Be-
weisen sowie evtl. Konstruktion von Gegen-
beispielen. Beispielaufgaben: 13.2-13.9, 13.11-
13.16,13.23-13.27, 13.40-13.50.

41

UBUNGEN

= Bitte bis zur nichsten Vorlesung vorbereiten:
Kapitel 10 (Die Logik der Quantifikation)!

= Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf
Papier 16sen und beim Tutor abgeben:
9.1,9.6,9.11,9.13,9.14,9.16,9.17,9.19,9.20
(die Welten bzw. Dateien zu 9.1, 9.6, 9.11 und
9.14 finden Sie unter ,,Aufgaben 7“ im Netz!)

= Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (optional!) auch die ,,Sie sind dran“-Ab-
schnitte bearbeiten!

42
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DIE LOGIK DER QUANTOREN

» Inwiefern sind die im Rahmen der Aussagen-
logik eingefiihrten Begriffe wie der Begriff der
Tautologie oder der tautologischen Folgerung
noch im Rahmen der Pradikatenlogik
anwendbar?

= Satze wie Ix Cube(x) V =3x Cube(x) sind nach
wie vor Tautologien, d.h. wahr bereits auf-
grund ihrer Junktoren. Bei diesem Satz han-
delt es sich um eine Instanz des Prinzips vom
ausgeschlossenen Dritten: P v —P.

» Keine Tautologie ist hingegen der dhnlich
aussehende Satz 3x Cube(x) V Ix ~Cube(x).
Der Satz ist nicht nur aufgrund der Junktoren
logisch wahr. Sonst wire die Bedeutung von 3
unerheblich, was sie aber nicht ist:

Vx Cube(x) V ¥x =Cube(x)
ist in vielen Klétzchenwelten falsch.
. ¥x Cube(x) V =¥x Cube(x)

ist aber wiederum eine Instanz des Prinzips
vom ausgeschlossenen Dritten und somit
tautologisch wahr.

» Im Allgemeinen ist jeder Satz, den man aus
einer Tautologie erhilt, indem man die
atomaren Sétze durch beliebige komplexe
Satze ersetzt, wiederum eine Tautologie.

» Wir wissen etwa, dass (A — B) — (=B — —A)
eine Tautologie ist. Ersetzen wir A durch
Jy (P(y) V R(y)) und B durch den Satz
x (P(x) A Q(x)), ergibt sich wiederum
eine Tautologie:
3y (P(y) VR(y)) = ¥ (P(x) A Q(x))) —
(=¥x (P(x) A Q(x)) = =Ty (P(y) V R(y)))

» Entsprechende Bemerkungen gelten fiir den
Begriff der tautologischen Folgerung. Beim
folgenden Schluss handelt es sich etwa um
eine Instanz der A-Einfiihrung:

1. ¥x Cube(x)
2. Vx Small(x)

3. Vx Cube(x) A Vx Small(x)
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» Beim folgenden Schluss handelt es sich aber
nicht um eine Instanz der A-Einfiihrung. Der
folgende Schluss ist zwar logisch giiltig, aber
aufgrund der Bedeutung von V:

= | 1. ¥x Cube(x)
2. ¥x Small(x)

3. ¥x (Cube(x) A Small(x))

» Dass der letzte Schluss logisch giiltig aufgrund
der Bedeutung von V ist, wird auch dadurch
verdeutlicht, dass der folgende Schluss nicht
giiltig ist:

» | 1. Ix Cube(x

2. Ix Small(x

3. Ix (Cube(x) A Small(x))

Rayp\a

= Mit Hilfe von Tarski’s World kann leicht {iber-
priift werden, ob es sich bei einem quantifizier-
ten Satz um eine Tautologie oder eine tauto-
logische Folgerung aus bestimmten Pramissen
handelt.

» Im Allgemeinen ist es nicht unbedingt einfach,
einem pridikatenlogischen Satz anzusehen, ob
er eine Tautologie ist.

» Will man dies in einem gegebenen Fall
herausfinden, hilft der sog. Algorithmus fiir
die wahrheitsfunktionale Form.

= Mit diesem Verfahren 148t sich die sog. wahr-
heitsfunktionale Form eines Satzes ermitteln,
d.h. die Art und Weise, wie dieser mit Hilfe
wahrheitsfunktionaler Junktoren aus atoma-
ren und quantifizierten Sitzen aufgebaut ist.

= Der Algorithmus fiir die wahrheitsfunktionale
Form verfihrt folgendermaBen:

= 1. Quantifizierte oder atomare Satzbestand-
teile werden unterstrichen.

10

* 2. Am Ende der Unterstreichung wird dem
Satzbestandteil ein Satzbuchstabe zugewiesen:
Falls der Bestandteil schon auftauchte, ver-
wenden wir den bereits verwendeten Buch-
staben, sonst einen neuen.

» 3. In einem letzten Schritt ersetzen wir die
unterstrichenen Satzbestandteile durch die
ihnen zugeordneten Satzbuchstaben. Wir
erhalten die wahrheitsfunktionale Form des
Satzes.

» Ein quantifizierter Satz ist genau dann tauto-
logisch, wenn seine wahrheitsfunktionale
Form es ist.

» Ein PL1-Satz S folgt genau dann tautologisch

aus PL1-Pramissen, wenn die wahrheitsfunk-
tionale Form von S tautologisch aus den wahr-
heitsfunktionalen Formen der Préamissen folgt.

12
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Beispiel:

—(Tet(d) A ¥x Small(x)) — (=Tet(d) vV =Vy Small(y))
—(Tet(d)a A Vx Small(x)) — (—Tet(d) V =¥y Small(y))
Tet(d)a A Vx Small(x)g) — (= Tet(d) V =¥y Small(y))
Tet(d)s AVx Small(x)g) — (= Tet(d), V—Vy Small(y))
Tet(d)s AVx Small(x)g) — (—Tet(d), V-Vy Small(y)c)
AAB) — (A vV =Q)

il

J

-

-

(
(
(
(
(
(

PRADIKATENLOGISCHE
GULTIGKEIT UND FOLGERUNG

= Wie wir bereits sahen, gibt es viele logische
Wahrheiten und Folgerungen, die keine
tautologischen Wahrheiten bzw. Folgerungen
sind.

14

» Um auch solche Folgerungen erfassen zu
konnen, ndhern wir uns den Begriffen der
logischen Wahrheit bzw. Folgerung weiter mit
Hilfe der Begriffe der PL1-Wahrheit bzw.
PL1-Folgerung.

Jede tautologische Wahrheit bzw. Folgerung
ist auch eine PL1-Wahrheit bzw. Folgerung—
aber nicht umgekehrt!

= Ein Satz ist PL1-wahr, wenn seine Wahrheit
bereits feststeht aufgrund der Bedeutung der
Junktoren, der Quantoren und =.

Entsprechend ist ein Satz S eine PL1-
Folgerung aus Primissen, wenn es bereits
aufgrund der Bedeutung der Junktoren,
Quantoren und = nicht sein kann, dass die
Pramissen wahr sind, wiahrend S falsch ist.

16

= PL1-Wahrheit oder PL1-Folgerung kann man
somit feststellen, ohne die Bedeutungen der
Namen und Pradikate (auer dem der Iden-
titat) zu kennen, die in den fraglichen Sétzen
vorkommen.

Bei analytischen Wahrheiten und analytischen
Folgerungen kommt es dagegen auch auf die
Bedeutung der Namen und Pradikate aufler =
an.

= Beispiele:
Vx SameSize(x, x)

Vx Cube(x) — Cube(b)

(Cube(b) A b =c) — Cube(c)
(Small(b) A SameSize(b, c)) — Small(c)
Vx Schortelt(x, x)

Vx Tove(x) — Tove(b)

(Tove(b) A b=c) — Tove(c)
(Miimsig(b) A Schortelt(b, c)) — Miimsig(c)

18
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. Wx (Tet(x) — Large(x))
. 7Large(b)

.~ Tet(b)

UJll\Jb—\

. Vx (Burggove(x) — Mohm(x))
. =Mohm(b)

. =Burggove(b)

wln -

» Ersetzungs-Methode:

* 1. Um auf PL1-Wahrheit oder PL1-Folgerung
zu testen, ersetzt man jedes Pradikat (auBler
=) durch ein bedeutungsloses Pradikat (dabei
wird jedes Vorkommnis eines Pradikats durch
dasselbe bedeutungslose Préadikat ersetzt).

20

» 2. Um zu priifen, ob S eine PL1-Wahrheit ist,

versucht man Namen, Pridikate und ggf.
Funktionssymbole zu interpretieren und eine
Situation zu beschreiben, in der der interpre-
tierte Satz falsch ist. Gibt es keine solche Si-
tuation (ein sog. PL1-Gegenbeispiel), handelt
es sich bei S um eine PL1-Wahrheit.

» 3. Um zu priifen, ob S eine PL1-Folgerung aus
bestimmten Pramissen ist, versucht man Na-
men, Pradikate und ggf. Funktionssymbole zu
interpretieren und eine Situation zu beschrei-
ben, in der die Primissen wahr sind, S aber
falsch ist. Gibt es kein PL1-Gegenbeispiel,
handelt es sich um eine PL1-Folgerung.

22

» Argument und PL1-Gegenbeispiel:
. —3Jx Larger(x,a)
—3x Larger(b, x)

Larger(c,d)

&lwo —

Larger(a,b

’

—3x R(b, x
R(c,d)

R(a,b)

(a,b)
—3x R(x, a)
(b,x)

sloo e~

Moriarty

» Eine Interpretation, welche die Prédmissen
wahr macht, die Konklusion aber falsch,
konnte wie folgt aussehen: R bedeute soviel
wie mag, c referiere auf Romeo, d auf Julia
(die sich gegenseitig mdgen), a sei Moriarty,

b sei Scrooge (die niemanden mogen und von
niemanden gemocht werden):

Romeo -_.___-—/ Juha

Scrooge

[E)] (=)} (c) (c)

24
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PL1-AQUIVALENZEN

= Zwei Wffs P und Q mit freien Variablen hei-
Ben logisch dquivalent (wir schreiben auch
hier P < Q), wenn beide Wf{fs in allen mog-
lichen Situationen von denselben Dingen
erfiillt werden.

Beispiel: P(x) — Q(x) & —Q(x) — —=P(x)

» In diesem Falle gilt auch, dass die Satze
¥x (P(x) — Q(x)) und ¥x (—Q(x) — —P(x))
logisch dquivalent sind.

= Dies ergibt sich nicht aus den obigen Uber-
legungen zur wahrheitsfunktionalen Form,
die etwa zeigen, dass

~(3x P(x) A vy Q(y))
und

—3Ix P(x) V =¥y Q(y)
dquivalent sind.

26

» Im Allgemeinen gilt das Prinzip der Substitu-
tion dquivalenter Ausdriicke: P und Q seien
Wifs, moglicherweise mit freien Variablen.
S(P) sei ein Satz mit P als Bestandteil.

= Wenn nun P < Q, dann gilt auch
S(P) & S(Q). So gilt etwa:

» Vx (Cube(x) — Small(x)) <

» Vx (—Cube(x) V Small(x)) <

» Vx (—Cube(x) V = =Small(x)) <
» Vx =(Cube(x) A =Small(x))

» Des weiteren gelten auch fiir Quantoren
de Morgansche Gesetze. Dies ergibt sich aus
der Verwandtschaft von V mit A sowie der
Verwandtschaft von 3 mit V: In einer Welt, in
der es nur drei Kldtzchen mit den Namen a, b
und c gibt, besagt Vx P(x) soviel wie

P(a) A P(b) A P(c)
und 3Ix P(x) soviel wie
P(a) vV P(b) v P(c).

28

Dies legt nahe, dass sich die Quantoren unter
Negation dhnlich verhalten wie A und V. Im
oben beschriebenen Falle gilt so etwa:

—Vx P(x)
ist wahr genau dann, wenn Folgendes gilt:
—(P(a) A P(b) A P(c))
Letzters wiederum ist dquivalent zu:
-P(a) v =P(b) VvV =P(c)
und das ist wahr gdw. Folgendes gilt:
Ix =P(x)

Im Allgemeinen gilt:
» =¥x P(x) & Ix =P(x)
» 23X P(x) < Vx =P(x)

Zusammen mit den obigen Uberlegungen
ergibt sich:

x (P(x) = Q(x)) & 3x (P() A =Q(x))
=X (P(x) AQ(X)) & Vx (P(x) = ~Q(x))

30
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» Die erste Aquivalenz lasst sich etwa mit der Einige wichtige Aquivalenzen zum Verhiltnis
folgenden Aquivalenzkette nachweisen: der Quantoren zu Konjunktion und Disjunk-
W (P(x) — Q) & tion:

—Vx (P(x) V Q(x)) < = ¥x (P(x) A Q(x)) & ¥x P(x) A Vx Q(x)
Ix ~(-P(x) V Q(x)) < = Vx (P(x) V Q(x)) ¢ ¥xP(x) V V¥xQ(x)
Ix (~-P(x) A -Q(x)) < » Ix (P(x) VQ(x)) & IxP(x) vV Ix Q(x)
Ix (P(x) A =Q(x)) = Ix (P(x) A Q(x)) <4 IxP(x) A Ix Q(x)

» Unter einer leeren Quantifikation versteht SchlieBlich gelten noch die folgenden Aqui-

man das Voranstellen eines Quantors mit valenzen, falls P eine Wff und y eine Variable
einer Variablen vor eine Formel, welche die ist, die in P(x) nicht frei vorkommt:
besagte Variable gar nicht frei enthélt; z.B.: « Vx P(x) < Yy P(y)
Vx Cube(b) oder ¥y Iy Small(y) « IxP(x) < JyP(y)
In solchen Fallen (in denen die Variable x
nicht frei in der Wff P vorkommt) gilt:
" YxP & P
» dxP < P

* ¥ (PVQ(x)) & PVWxQ(x)
* Ix (PAQKX) & PAIXQ(X)

DIE AXIOMATISCHE METHODE * Die Bedeutungen bestimmter Pridikate gibt
man im Rahmen von formalen Theorien oft
* Wie erwihnt gibt es viele giiltige Schliisse, die durch sog. Axiome an. Nimmt man oben etwa
keine PL1-Folgerungen sind, z. B.: das Axiom Vx SameShape(x, x) als Préamisse
F. x (Cube(x) <> SameShape(x, c)) hinzu, ergibt sich eine PL1-Folgerung.
| 2. Cube(c) * Mit solchen Axiomen (oder auch Bedeutungs-

postulaten) lasst sich oft eine analytische Fol-
gerungsbeziehung auf eine PL1-Folgerung
reduzieren.

» Der Satz in Zeile 2. ist keine PL1-Folgerung
aus Satz 1, folgt aber aus diesem analytisch,
aufgrund der Bedeutung der Pradikate Cube
und SameShape.
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» Grundlegende Axiome fiir die Pradikate bzgl.
der Form unserer Kloétzchen im Rahmen
unserer Klotzchenwelt wiaren etwa:

» 1. —3x (Cube(x) A Tet(x))

» 2. —3x (Tet(x) A Dodec(x))

» 3. =3x (Dodec(x) A Cube(x))

» 4. ¥x (Tet(x) V Dodec(x) V Cube(x))

» Das vierte Axiom ergibt sich dabei nicht aus
der Bedeutung der Pradikate, sondern aus
dem ins Auge gefassten Anwendungsbereich
(Tarski’s World).

» Eines der bekanntesten Beispiele einer axio-
matischen Theorie ist die Euklidische Geome-
trie. Hier wird versucht, die Gesamtheit des
geometrischen Wissens so zu systematisieren,
dass alle wahren Behauptungen iiber die
Geometrie als sog. Theoreme aus moglichst
wenigen Axiomen hergeleitet werden konnen.

38

UBUNGEN

= Bitte bis zur nichsten Vorlesung vorbereiten:
Kapitel 11 (Mehrfache Quantifikationen)!

» Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf
Papier 16sen und beim Tutor abgeben:
10.1,10.3,10.9,10.10, 10.13,10.15, 10.20, 10.27
(die Welten bzw. Dateien zu 10.9 finden Sie
unter ,,Aufgaben 8“ im Netz!)

= Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (optional!) auch die ,,Sie sind dran“-Ab-
schnitte bearbeiten!
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MEHRFACHE QUANTIFIKATIONEN

* Um deutsche Siatze mit mehreren quantifizier-
ten Nominalphrasen in PL1 addquat ausdrii-
cken zu konnen, miissen wir mehrere Quanto-
ren in einem Satz verwenden.

= Beispielsweise konnte der Satz Jeder Wiirfel
befindet sich links von allen Tetraedern wie
folgt ausgedriickt werden:

¥x [Cube(x) — Vy (Tet(y) — LeftOf(x, y))]

» Auch Sdtze mit mehreren quantifizierten No-
minalphrasen kénnen somit im Sinne einer
Aristotelischen Struktur wiedergegeben wer-
den: Beim obigen Satz handelt es sich um eine
Allaussage von der Form Vx (A(x) — B(x));
von allen Objekten, die A(x) erfiillen (im
obigen Fall Cube(x)) wird behauptet, dass sie
auch die Eigenschaft B(x) besitzen (im obigen
Fall Vy (Tet(y) — LeftOf(x, y))).

= Entsprechendes gilt auch fiir Sdtze mit
existenziell quantifizierten Nominalphrasen
wie Einige Wiirfel befinden sich links von
einigen Tetraedern. Dieser Satz kann {ibersetzt
werden als:

Ix [Cube(x) A Jy (Tet(y) A LeftOf(x, y))]

» Beim Umgang mit mehrfachen Quantifikatio-
nen ist zu beachten, dass die Verschiedenheit
von Variablen nicht impliziert, dass sie ver-
schiedene Gegenstinde reprisentieren.

* So folgt aus dem Satz Vx ¥y R(x, y) auch,
dass ¥x R(x, x) gilt; entsprechend folgt aus
Ix R(x, x) auch, dass Ix Iy R(x, y) gilt.
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= Daher kann der Satz Fiir je zwei Wiirfel x und
v gilt, dass sich x links oder rechts von y befin-
det nicht durch den folgenden PL1-Satz wie-
dergegeben werden:

Vx Wy [(Cube(x) A Cube(y)) —
(LeftOf(x, y) V RightOf(x, y))]

= Aus dem Satz

Vx Wy [(Cube(x) A Cube(y)) —
(LeftOf(x, y) V RightOf(x, y))]

folgt ndmlich auch, dass sich jeder Wiirfel links
oder rechts von sich selbst befindet.

» Um die gewiinschte Behauptung auszudrii-
cken, dass Fiir je zwei (verschiedene) Wiirfel x
und y gilt, dass sich x links oder rechts von y
befindet muss auf den folgenden Satz zuriick-
gegriffen werden:

Vx Wy [(Cube(x) A Cube(y) A x #£ y) —
(LeftOf(x, y) V RightOf(x, y))]

* Um im Allgemeinen auszudriicken, dass eine
Relation zwischen zwei (verschiedenen)
Objekten besteht, bendtigen wir also einen
Satz der Form ¥x Vy (x £y — ...).

» Ix Jy (x # y A ...) driickt entsprechend aus,
dass es mindestens zwei Objekte mit be-
stimmten Eigenschaften gibt.

GEMISCHTE QUANTOREN

* Um die Behauptung Jeder Wiirfel befindet
sich links von einem Tetraeder auszudriicken,
benétigt man sowohl den All- wie auch den
Existenzquantor:

Vx [Cube(x) — Ty (Tet(y) A LeftOf(x, y))]

10

» Wiederum handelt es sich um einen Satz mit
Aristotelischer Struktur: Es handelt sich
wiederum um eine Allaussage von der Form
Wx (A(x) — B(x)); von allen Objekten, die A(x)
erfiillen (im obigen Fall Cube(x)) wird
behauptet, dass sie auch die Eigenschaft B(x)
besitzen (im obigen Fall

Jy (Tet(y) A LeftOf(x, y))).

» Im Falle von Sdtzen mit nur einer Art von
Quantor ist deren Reihenfolge unerheblich.
So sagt ¥x Yy Mag(x, y) dasselbe wie
Yy ¥x Mag(x, y). Und entsprechend sind die
Satze Ix Jy Mag(x, y) und Jy Ix Mag(x, y)
dquivalent.

» Im Gegensatz dazu kommt es bei gemischten
Quantifikationen sehr wohl auf die Reihen-
folge der Quantoren an. ¥x Jy Mag(x, y) be-
sagt, dass jeder jemanden mag. Demgegeniiber
besagt Jy Vx Mag(x, y), dass es (mindestens)
einen Gliickspilz gibt, den jeder mag.

12
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» Die Aussage Jy ¥x Mag(x, y) impliziert
¥x 3y Mag(x, y), aber nicht umgekehrt;
der (schwichere) Satz Vx Jy Mag(x, y) ist so in
jedem der beiden folgenden Szenarien wahr,
die (starkere) Behauptung Jy Vx Mag(x, y)
trifft dagegen nur im rechten Fall zu:

Q
O ()]
v v .
\ © ;," \ %
('5 Q @] r"lf \"\ )]
[ ] ) y
‘)\h o o/ \o
- V) O 0]

» Etwas ganz anderes bewirkt das Vertauschen
der Variablen im Inneren eines Satzes. So be-
sagt Vx Jy Mag(y, x), dass jeder von jemandem
gemocht wird—3y Vx Mag(y, x) besagt hinge-
gen, dass jemand jeden mag.

Wir hatten bereits gesehen, wie man mit Hilfe
von Quantoren und = Behauptungen ausdrii-
cken kann, denen zufolge es mindestens zwei
(bzw. drei, vier usw.) Objekte mit einer
bestimmten Eigenschaft gibt:

IxJy (xEyA...)

14

= Mit Hilfe von Quantoren und = konnen wir
nun auch ausdriicken, dass es hdchstens zwei
(bzw. drei, vier usw.) Objekte mit einer be-
stimmten Eigenschaft gibt, z.B. Es gibt hoch-
stens einen Wiirfel:

Vx Wy ((Cube(x) A Cube(y)) — x=vy)

Ebenfalls konnen wir ausdriicken, dass es
genau zwei (bzw. drei, vier usw.) Objekte
mit einer bestimmten Eigenschaft gibt (also
mindestens eins und auch hochstens eins),
z.B. Es gibt genau einen Wiirfel:

Ix (Cube(x) A Yy (Cube(y) — y =x))

16

UBERSETZEN MIT DER
SCHRITT-FUR-SCHRITT-METHODE

» Um Sitze in die PL1-Sprache zu {ibersetzen,
in denen mehrere quantifizierte Nominal-
phrasen vorkommen, ist es sinnvoll, schritt-
weise vorzugehen.

= Um etwa den Satz

Jeder Wiirfel befindet sich links von einem
Tetraeder

zu iibersetzen, beginnt man mit der ersten
quantifizierten Nominalphrase jeder Wiirfel
und behandelt den komplexen Ausdruck
befindet-sich-links-von-einem-Tetraeder als
eine Einheit:

Vx (Cube(x) — x befindet-sich-links-von-
einem-Tetraeder)

18
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* Im néchsten Schritt miissen wir den Ausdruck
x befindet-sich-links-von-einem-Tetraeder in
unsere PL1-Sprache iibertragen, wobei wir die
Variable x als Namen behandeln. Dann kon-
nen wir den Ausdruck als einen einfachen Satz
verstehen:

Ty (Tet(y) A LeftOf(x, y))

» Setzt man diesen Ausdruck oben ein, ergibt
sich der gesuchte Satz:

Vx (Cube(x) — Jy (Tet(y) A LeftOf(x, y)))

DEUTSCHE SATZE
PARAPHRASIEREN

= Einige Satze des Deutschen eignen sich nicht
besonders zur Anwendung der Schritt-fiir-
Schritt-Methode, z.B.: Wenn eine Studienan-
fidngerin einen Logik-Kurs belegt, muss sie
intelligent sein. Die Anwendung der Schritt-
fiir-Schritt-Methode ergébe etwa Folgendes:

Ix (Stud.(x) A Jy (Logikk.(y) A Belegt(x, y))) —
Intelligent(x)

20

In solchen Fillen ist es meist hilfreich, zu-
néchst eine geeignete Paraphrase des Satzes
zu suchen und diese dann zu iibersetzen. In
diesem Fall wire eine geeignete Paraphrase
etwa:

Jede Studienanfingerin, die einen Logik-Kurs
belegt, muss intelligent sein bzw.:

Wx [(Stud.(x) A Jy (Logikk.(y) A Belegt(x, y)))
— Intelligent(x)]

Weitere Sitze, die vor der Anwendung der
Schritt-fiir-Schritt-Methode einer Paraphra-
sierung bediirfen, sind die sog. Eselssdtze:

Jeder Bauer, der einen Esel besitzt, schligt ihn

* Ohne Paraphrasierung konnte man geneigt

Qotr xria Falgt 711 iikhargpatran.

Qi dan
SCTILLL, ULl valz WIT LULEL ZU UDCISCLLCIL.

Vx [(Bauer(x) A 3y (Esel(y) A Besitzt(x, y)))
— Schlagt(x, y)]

22

= Eine angemessene Ubersetzung des Satzes
erhilt man, wenn man den Satz zunichst
durch Jeder Esel wird von jedem Bauern, der
ihn besitzt, geschlagen paraphrasiert:

Wx [Esel(x) — Vy ((Bauer(y) A Besitzt(y, x))
— Schligt(y, x))]

MEHRDEUTIGKEIT UND
KONTEXTABHANGIGKEIT

= Schwierigkeiten beim Ubersetzen kénnen sich
auch durch Mehrdeutigkeiten ergeben. So ist
etwa der Satz

Jede Minute wird in New York ein Mann
tiberfallen

mehrdeutig und kénnte sowohl im ersten als
auch im zweiten folgenden Sinn iibersetzt
werden:

24
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* Jy (Mann(y) A ¥x (Minute(x) —
UberfallenWihrend(y, x)))
* Vx (Minute(x) — Jy (Mann(y) A
UberfallenWzhrend(y, x)))
» Die erste Lesart wird dabei als starke Inter-
pretation bezeichnet, die zweite als schwache.

Die starke Lesart impliziert dabei die schwa-
che aber nicht umgekehrt.

» Wird ein Satz geduBert, ist durch den Kontext
meist klar, ob er im starken oder im schwa-
chen Sinne zu verstehen ist. So wird der Satz

Jede Minute wird in New York ein Mann iiber-
fallen

in der Regel im schwachen Sinne verstanden
werden. Ein Kontext, der die starke Lesart
suggeriert, ist der Folgende:

Jede Minute wird in New York ein Mann iiber-
fallen. Wir werden ihn heute Abend intervie-
wen.

26

["JBERSETZUNGEN MIT
FUNKTIONSSYMBOLEN

» Jede Funktion ist eine bestimmte Art von
Relation—némlich eine solche Relation R,
so dass es fiir jedes a, das in der Relation R
zu einem b steht, genau ein derartiges b gibt.

» Wie wir bereits gesehen haben, konnen wir
mit Hilfe gemischter Quantoren ausdriicken,
dass es genau ein Objekt einer bestimmten
Art gibt. Daher kann nun auch gezeigt wer-
den, dass alles, was im Rahmen von PL1 mit
Funktionsausdriicken gesagt werden kann,
auch mit Hilfe von Relationsausdriicken
ausgedriickt werden kann (wenn auch auf
Kosten der Komplexitit der verwendeten
Satze).

28

= Der Satz Vx AlterAls(mutter(x), x) besagt,
dass die Mutter einer Person stets alter als
die Person selbst ist.

Aufgrund der Verwendung des einstelligen
Funktionsausdruck mutter kann dem Satz
aber auch noch entnommen werden, dass
jede Person genau eine Mutter hat.

= Wollte man all dies im Rahmen eines Satzes
mit dem zweistelligen Relationssymbol
MutterVon wiedergeben, miisste man etwa auf
den folgenden, recht komplizierten Ausdruck
zurilickgreifen:

¥x Jy [(MutterVon(y, x) A AlterAls(y, x) A
Vz (MutterVon(z, x) — y = z)]

30
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PRANEXE FORM

= Eine WIf befindet sich in prinexer Normal-
form,wenn sie entweder keine Quantoren
enthélt oder von der folgenden Form ist:

Q1V1 Q2V2 ann P
wobei jedes Q; entweder V oder 3 ist, jedes

v; eine Variable ist und die W{f P quantoren-
frei ist.

Dabei gibt es zu jedem Satz einen dquivalen-
ten Satz in prinexer Normalform.

» Die prinexe Form ist unter anderem von
Interesse, da sie deutlich macht, wie viele
Alternierungen von Quantoren (die Anzahl
der Wechsel von V auf 3 und anders herum)
in einer Formel vorkommen.

» Dies wird als Maf der logischen Komplexitit
einer Formel erachtet.

32

Die zur Umwandlung einer Formel in prénexe
Normalform benétigten Regeln haben wir be-
reits kennen gelernt. Neben den de Morgan-
schen Regeln fiir Quantoren zéhlen dazu:

Vx (P(x) A Q(x)) & Vx P(x) A Vx Q(x)

= dx \P(X vV Q(X)) & dx P Vv dx Q\X}

Leere Quantifikation
" VxP & P
» dxP < P
* Vx (PVQ(x) & PVVYxQ(x)
» X (PAQ(KX) & PAIxQ(x)

Falls y in P(x) nicht frei vorkommt:
» Vx P(x) < VyP(y)
» IxP(x) < 3y P(y)

34

» Um Sétze in prinexe Normalform umzuwan-
deln, geht man von innen nach auf3en vor:

. (Elx P(x) V R(b)) — ¥x (P(x) A Vx Q(x))
* Ix (P(x) V R(b)) = Vx (P(x) A Vx Q(x))
* Ix (P(x) VR(b)) = Vx (P(x) A Q(x))

= =3x (P(x) V R(b)) V Vx (P(x) A Q(x))

» Vx =(P(x) V R(b)) vV ¥x (P(x) A Q(x))

» Vx =(P(x) V R(b)) vV Vz (P(z) A Q(2))

= Vx [=(P(x) V R(b)) VVz (P(z) A Q(2))]
» VxVz [-(P(x) VR(b)) V (P(z) A Q(2))]

UBUNGEN

= Bitte bis zur nichsten Vorlesung vorbereiten:
Kapitel 12 (Beweismethoden fiir Quantoren)!

= Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf
Papier 16sen und beim Tutor abgeben:
11.4,11.7,11.17 (nur tibersetzen), 11.22,11.27,
11.28,11.29,11.38, 11.41 (siehe zu 11.4 und
11.7 ,Aufgaben 9“ im Internet!)

= Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (optional!) auch die ,,Sie sind dran“-Ab-
schnitte bearbeiten!

36
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BEWEISMETHODEN FUR
QUANTOREN

» Wie im Falle der Aussagenlogik verfiigt auch
die Pradikatenlogik iiber einfache Ableitungs-
schritte und substanziellere Beweismethoden
fiir den Umgang mit Quantoren.

» Zu den einfachen Ableitungsschritten zéhlen
die All(quantor)-Beseitigung bzw. universelle
Instanziation sowie die Existenz(quantor)-
Einfiihrung bzw. existenzielle Generalisierung.

Die All(quantor)-Beseitigung bzw. universelle
Instanziation erlaubt von Vx S(x) auf S(c) zu
schliefen, wobei c ein beliebiger Name der
verwendeten Sprache ist.

Andererseits erlaubt es die Existenz-(quan-
tor)-Einfiihrung bzw. existenzielle Generali-
sierung, ausgehend von S(c) auf 3x S(x) zu
schlielen. c ist dabei wiederum ein beliebiger
Name der verwendeten Sprache.

» Im Falle der Existenzeinfithrung wird die
Existenz eines Objektes mit einer bestimmten
Eigenschaft also dadurch bewiesen, dass ein
entsprechendes Beispiel vorgefiihrt wird.

= So kann man auf Ix Iy Iz x> + y> = 22

schlieBen, wenn man gezeigt hat, dass
3% 4 4% = 5% gilt.

Existenzbeweise konnen aber auch ohne das
Aufzeigen eines entsprechenden Beispiels
gefithrt werden. Etwa koénnte man im Rahmen
eines indirekten Beweises ausgehend von der
Annahme —3x S(x) einen Widerspruch her-
leiten und somit Ix S(x) zeigen.
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» Beispiel eines informellen Beweises:
Vx [Cube(x) — Large(x)]
Vx [Large(x) — LeftOf(x, b)]
Cube(d)
Ix [Large(x) A LeftOf(x, b)]
» Wendet man die Allbeseitigung auf die erste
und die zweite Primisse an, ergeben sich
(1) Cube(d) — Large(d)
(2) Large(d) — LeftOf(d, b)

» Aus der dritten Pramisse und (1) ergibt sich
dann aufgrund von Modus Ponens:

(3) Large(d)

* Aus (3) und (2) ergibt sich dann wiederum
aufgrund von Modus Ponens:

(4) LeftOf(d, b)
» Aufgrund von (3) und (4) gilt nun
(5) Large(d) A LeftOf(d, b)
und somit aufgrund der Existenzeinfiihrung:
Ix [Large(x) A LeftOf(x, b)]

Die Giiltigkeit der beiden besprochenen
Ableitungsschritte beruht allerdings darauf,
dass Namen in PL1-Sprachen stets ein Objekt
bezeichnen.

» Im Falle umgangssprachlicher Namen ist dies
nicht immer so. Daher ist der Schritt nicht in
allen umgangssprachlichen Kontexten giiltig.
So kann man etwa nicht von

Der Weihnachtsmann existiert nicht
auf den folgenden Satz schlieB3en:

Es gibt etwas, das nicht existiert

DIE METHODE DER
EXISTENZIELLEN INSTANZIATION

» Zu den komplexeren Beweismethoden mit
Quantoren zdhlen die existenzielle Instanzia-
tion sowie die universelle Generalisierung.

10

» Ausgehend von einem Satz der Form 3x S(x)
darf natiirlich nicht ohne Weiteres darauf
geschlossen werden, dass fiir ein beliebiges
Objekt ¢ S(c) gilt.

» Allerdings gibt es nach 3x S(x) mindestens
ein Objekt, das S(x) erfiillt, und dem kann
voriibergehend ein Name zugewiesen werden.

= Dabei ist zu beachten, dass wir iiber dieses
Objekt keine weiteren Informationen ver-
fiigen, weshalb der voriibergehende Name
im Beweis nicht schon zuvor auftreten darf.

» Im Falle der Existenz(quantor)-Beseitigung
bzw. existenziellen Instanziation diirfen wir
also ausgehend von 3x S(x) einem der Ge-
gensténde, die S(x) erfiillen, einen Namen d
geben, der (im Beweis) nicht schon zuvor
verwendet wurde. Wir konnen dann S(d)
annehmen und im Beweis verwenden.

12
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» Ein umgangssprachliches Beispiel dieses
Verfahrens ist etwa der Gebrauch von Namen
wie Jack the Ripper. Solche Namen werden
eingefiihrt, um Uberlegungen iiber eine Per-
son anzustellen, von der man zunéchst nur
weil, dass sie existiert.

» Ein informeller Beweis als Beispiel:
Vx [Cube(x) — Large(x)]
Vx [Large(x) — LeftOf(x, b)]
Ix Cube(x)
Ix [Large(x) A LeftOf(x, b)]
» Aufgrund der dritten Pramisse wissen wir, dass
es ein Objekt gibt, das Cube(x) erfiillt. Diesem

weisen wir den (neuen!) Namen c zu, weshalb
wir von Cube(c) ausgehen kénnen.

14

Dann ergibt sich (wie oben) aber mit der
ersten Pramisse Large(c) und somit aufgrund
der zweiten Pramisse LeftOf(c, b).

Damit folgt Large(c) A LeftOf(c, b) und mit
der Existenz-Einfithrung ergibt sich die
gewiinschte Konklusion.

DIE METHODE DES ALLGEMEINEN
KONDITIONALEN BEWEISES

= Es gibt zwei Beweismethoden, mit denen ein
Allquantor in einen Beweis eingefiihrt werden
kann. Eine ist die Methode des allgemeinen
konditionalen Beweises.

16

» Um zu beweisen, dass alle Objekte einer
bestimmten Gruppe die durch S(x) ausge-
driickte Eigenschaft erfiillen, wihlt man einen
(neuen!) Namen c fiir ein beliebiges Element
der Gruppe. Kann man nun aufgrund von
Eigenschaften, die alle zur Gruppe gehorigen
Objekte besitzen, zeigen, dass S(c) gilt, darf
man darauf schlieBen, das alle Objekte der
Gruppe S(x) erfiillen.

= Beispiel:

Jeder, der einen fortgeschrittenen Logik-
Kurs mit der Note 1,0 besteht, ist klug.

Jeder Mathematikstudent bestand einen
fortgeschrittenen Logik-Kurs mit 1,0.

| Jeder Mathematikstudent ist klug.

18
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» Es bezeichne c einen beliebigen Mathematik- * Um einen Satz der Form Vx [P(x) — Q(x)]
studenten. Nach der zweiten Pramisse gilt fiir zu beweisen, wihlt man also einen (neuen!)
alle Mathematikstudenten und somit auch fiir Namen c, von dem man nur P(c) voraussetzt.
¢, dass sie einen fortgeschrittenen Logik-Kurs Kann nun Q(c) gezeigt werden, darf auf
mit 1,0 bestanden haben. Wx [P(x) — Q(x)] geschlossen werden.

* Dann ist c der ersten Pramisse zufolge aber » Dies bezeichnet man als Methode des allge-
auch klug. meinen konditionalen Beweises.

* Da c unter den Mathematikstudenten aber
vollig willkiirlich ausgewéhlt war, gilt fiir alle
Mathematikstudenten, dass sie klug sind.

» Diese Methode kann als Kombination zweier » Ein informeller Beweis als Beispiel:
Beweismethoden verstanden werden: dem Vx [Cube(x) — Small(x)]
konditionalen Beweis und der sog. universel-
. . Vx Cube(x)
len Generalisierung bzw. All-(quantor)-Ein-
fiihrung Vx Small(x)
= Mit Letzterer werden Aussagen der Form - Zuné%chst Wéhlen wir.einen (neuen) Namen d
Vx S(x) bewiesen. Dazu wihlt man einen fiir ein beliebiges Objekt des Gegenstands-
neuen Namen, z.B. c, fiir ein beliebiges Ele- bereiches. Aufgrund der beiden Pramissen
ment des Gegenstandsbereiches. Kann nun muss fiir d gelten:
S(c) gezeigt werden, darf auf Vx S(x) ge- Cube(d) — Small(d)
schlossen werden. Cube(d)
21 22
» Daraus folgt aber aufgrund von Modus » Ein weiteres Beispiel:
Ponens Small(d). Da d jedes beliebige Objekt ¥x Cube(x)
des Gegenstandsbereiches sein konnte, ergibt
Vx Small(x)

sich die gewiinschte Konklusion V¥x Small(x). x [Cube(x) A Small(x)]
X ube(Xx mall(X
» Zunichst wihlen wir einen (neuen) Namen d
fiir ein beliebiges Objekt des Gegenstands-
bereiches. Aufgrund der beiden Prémissen
muss fiir d gelten:

Cube(d)
Small(d)
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* Dann gilt aber auch Cube(d) A Small(d). Dad
jedes beliebige Objekt des Gegenstandsberei-
ches sein konnte, ergibt sich aufgrund der

universellen Generalisierung die Konklusion
Vx (Cube(x) A Small(x)).

= Jeder Beweis, der mit der Methode des allge-
meinen konditionalen Beweises gefiihrt wur-
de, kann auch mittels universeller Generali-
sierung gefiihrt werden und umgekehrt.

* Wurde etwa Vx [P(x) — Q(x)] mit der Metho-
de des allgemeinen konditionalen Beweises
gezeigt, kann man auch zunéchst einen neuen
Namen c einfiihren und dann einen einfachen
konditionalen Beweis fiir P(c) — Q(c) fiihren.
Dann kann aufgrund der universellen Genera-
lisierung auf ¥x [P(x) — Q(x)] geschlossen
werden.

» Andererseits kann man Vx P(x) mit der Me-
thode des allgemeinen konditionalen Bewei-
ses zeigen, indem man den dquivalenten Satz

¥x [x = x — P(x)] nachweist.
26

BEWEISE MIT
GEMISCHTEN QUANTOREN

» Bei Beweisen mit gemischten Quantoren gibt
es eine wichtige Einschriankung zu beachten.

= Wie wir gesehen hatten impliziert
Jy Vx Adjoins(x, y) die Aussage
¥x Jy Adjoins(x, y) aber nicht umgekehrt.

Betrachten wir nun den folgenden (fehlerhaf-
ten!!) ,Beweis":

}‘Vx Jy Adjoins(x, y)
Jy Vx Adjoins(x, y)

Es sei c ein beliebiges Objekt des Gegen-
standsbereichs. Dann gilt wegen der Primisse:
Jy Adjoins(c, y). Es sein nun d derart, dass
Adjoins(c, d). Da c beliebig gewdhlt war, diirfen
wir auf ¥x Adjoins(x, d) schlieBen und wegen
existenzieller Generalisierung auch auf

Ty ¥x Adjoins(x, y).

28

= Das Problem an diesem Bewesis ist, dass
wir die universelle Generalisierung auf
Adjoins(c, d) angewandt hatten. Zwar war c
beliebig gewihlt, aber d war hier mittels
existenzieller Instanziation gewonnen worden
aus Jy Adjoins(c,y). Damit héngt aber das
gewihlte d davon ab, welches spezifische
Objekt c vertritt. Wenn wir zu Adjoins(c, d)
also nur gelangen aufgrund der besonderen
Eigenart von c, diirfen wir nicht verallgemei-
nern/die universelle Generalisierung anwen-
den, um auf ¥x Adjoins(x, d) zu schlieBen.

» Dabher sind die folgenden Einschrédnkungen zu

beachten:

» Soll mit einem allgemeinen konditionalen

Beweis Vx [P(x) — Q(x)] bewiesen werden,
fiihrt man einen neuen Namen c ein und
nimmt P(c) an. Herzuleiten ist dann Q(c).

Q darf dabei aber keine Namen enthalten,
die nach der Annahme von P(c) durch
existenzielle Instanziation eingefiihrt wurden.

30
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* Soll mit universeller Generalisierung Vx S(x) DIE AXIOMATISIERUNG DER FORM
bewiesen werden, fithrt man einen neuen
Namen c ein und zeigt S(c). S(c) darf dabei » Bei der Axiomatisierung der Formeigenschaf-
aber keine Namen enthalten, die nach der ten der Klotzchen hatten wir bereits auf die
Einfithrung von c durch existenzielle folgenden Axiome zuriickgegriffen:

Instanziation eingefiihrt wurden.

1. =3x (Cube(x) A Tet(x))

2. —3x (Tet(x) A Dodec(x))

3. =3x (Dodec(x) A Cube(x))

4. ¥x (Tet(x) V Dodec(x) V Cube(x))

= Mit Hilfe dieser Axiome konnen analytische = Beweis:
Folgerungen auf PL1-Folgerungen ,reduziert Ix Jy (Tet(x) A Dodec(y) A
werden: So ist -3x Cube(x) eine analytische, Vz (z=xVz=y))

aber keine PL1-Folgerung aus: Axiome 1-4

(*) 3x dy (Tet(x) A Dodec(y) A —3x Cube(x)
Vz (z=xVz=Yy))

» Der ersten Préamisse zufolge gibt es ein Tetrae-
der e und ein Dodekaeder f, so dass jedes Ob-
jekt identisch mit e oder fist.

» —3x Cube(x) ist aber eine PL1-Folgerung aus
(*) und den Axiomen 1-4.

» Zum Zwecke eines Beweises durch Wider- * In jedem Falle ergibt sich also ein Wider-
spruch nehmen wir an, dass Ix Cube(x) gilt, spruch, was zeigt, dass die Annahme
dass es also einen Wiirfel ¢ gibt. Nach dem Ix Cube(x) falsch ist.
Obigen muf ¢ = ¢ oder ¢ = fsein. » Bislang verfiigen wir aber {iber keine Axiome,
» Im ersten Fall wire ¢ aufgrund der Ununter- welche die Bedeutung von SameShape wieder-
scheidbarkeit von Identischem sowohl ein geben. Entsprechende Axiome kdnnen in der
Wiirfel als auch ein Tetraeder, was Axiom 1 Form von Einfiihrungs- und Beseitigungsre-
widerspricht. Im zweiten Fall wére ¢ sowohl geln spezifiziert werden.

ein Wiirfel als auch ein Dodekaeder, was
Axiom 3 widerspricht.
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SameShape Einfiihrungsaxiome:

5. ¥x Vy ((Cube(x) A Cube(y)) —
SameShape(x,y))

6. Vx Vy ((Dodec(x) A Dodec(y)) —
SameShape(x,y))

7. Vx Vy ((Tet(x) A Tet(y)) —
SameShape(x, y))

SameShape Beseitigungsaxiome:
8. ¥x Vy ((Cube(x) A SameShape(x,y)) —

Cube(y))
9. ¥x Vy ((Dodec(x) A SameShape(x,y)) —
Dodec(y))
10. ¥x Wy ((Tet(x) A SameShape(x,y)) —
Tet(y))

38

Bei der Suche nach Axiomen ist es wichtig
darauf zu achten, dass die Axiome korrekt
sind, d.h.: Die Axiome miissen wahr sein
gegeben die Bedeutung der behandelten
Priadikate und dem ins Auge gefassten
Anwendungsbereich.

Wenn moglich sollten die Axiome zudem
vollstindig sein, d.h.: Ist ein Argument giiltig
aufgrund der Bedeutung der behandelten
Priadikate und dem ins Auge gefassten
Anwendungsbereich, so ist die Konklusion
des Argumentes auch eine PL1-Folgerung
aus den Pramissen des Argumentes und den
fraglichen Axiomen.

40

Die obigen zehn Axiome sind sowohl eine
korrekte als auch eine vollstindige Axioma-
tisierung der Formprédikate unserer Klotz-
chensprache.

Beispielsweise folgt ¥x SameShape(x, x) aus
den Axiomen: Es sei b ein beliebiges Klotz-
chen. Aufgrund von Axiom 4 ist jeder Ge-
genstand und somit auch b ein Tetraeder,
ein Dodekaeder oder ein Wiirfel.

41

Ist b ein Tetraeder, garantiert Axiom 7, dass b

die gleiche Form wie b hat. Ist b ein Dodekae-
der bzw. ein Wiirfel, folgt das gewiinschte Re-

sultat aus Axiom 6 bzw. 5.

In jedem Fall ist b also von derselben Form
wie b und da b beliebig gewéhlt war, gilt fiir
jedes Klotzchen, dass es dieselbe Form hat
wie es selbst.

42
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» Ein beriihmter Versuch, die Eigenschaften UBUNGEN
natiirlicher Zahlen zu axiomatisieren, stellen
die sog. Peano-Axiome dar. Diese sind aller-
dings nicht vollstandig.

= Bitte bis zur nichsten Vorlesung vorbereiten:
Kapitel 13 (Formale Beweise und Quantoren))

» Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf
Papier 16sen und beim Tutor abgeben:
12.4,12.9,12.17,12.18,12.22,12.23,12.30, 12.31

= Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (optional!) auch die ,,Sie sind dran“-Ab-
schnitte bearbeiten!

» Das beriihmte Unvollstindigkeitstheorem
von Kurt GOpEL zeigt im Ubrigen, dass keine
Axiomatisierung der Arithmetik im Rahmen
von PL1 vollstandig ist.

43 44
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PD Dr. J. Bromand
EINFUHRUNG IN DIE LOGIK
VORLESUNG 12

VORLESUNG 12

= Formale Beweise und Quantoren:
Regeln fiir den Allquantor 3

= Regeln fiir den Existenzquantor 9

» Strategie und Taktik 16

» Korrektheit und Vollstdndigkeit 24
= Besprechung der Probeklausur 27

= Ubungen 48

FORMALE BEWEISE & QUANTOREN:
REGELN FUR DEN ALLQUANTOR

* Den informellen Beweisregeln entsprechen
auch formale Regeln im Rahmen des deduk-
tiven Systems F. Hinsichtlich F ist zu beach-
ten, dass in Beweisen von F nur Sitze auftre-
ten und keine Wffs mit freien Variablen (wie
es in manchen anderen deduktiven Systemen
der Fall ist).

» Der informellen Regel der Allbeseitigung
entspricht in 7 die Allquantor-Beseitigung
(V Elim):

Vx S(x)

> | S(c)

= cist dabei irgendeine Konstante, x irgendeine
Variable und S(c) resultiert aus S(x) durch die
Ersetzung aller freien x durch c.

= Der generelle konditionale Beweis (V Intro):

P(c)

Q(c)
> | Vx (P(x) — Q(x))

» Mit dem Rahmen um die Konstante c soll da-
bei ausgedriickt werden, dass c ein beliebiges
Ding bezeichnen soll (das die Bedingung P(c)
erfiillt). Die Konstante c darf daher nicht
auflerhalb des Unterbeweises auftauchen.

» Ein spezieller Fall eines generellen konditio-
nalen Beweises ist die Allquantor-Einfiihrung
(V Intro). Sie entspricht der informellen Regel
der universellen Generalisierung

x P(x)

= Auch hier darf die Konstante c nicht au3er-
halb des Unterbeweises auftauchen.

>
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» Zur Rechtfertigung des generellen konditio-
nalen Beweises sowie der Allquantor-Einfiih-
rung wird stets der gesamte Unterbeweis
angefiihrt.

= Beispiel:
Vx (P(x) = Q(x))
vz (Q(z) — R(2))
Vx (P(x) = R(x))

= [ 1.Vx (P(x) — Q(x))
| 2.Vz (Q(z) — R(2))
3.[¢c] P(c)
4.P(c) — Q(c) V Elim: 1
5. Q(c) — Elim: 3,4
6. Q(c) — R(c) Y Elim: 2
7. R(c) — Elim: 5,6
8.¥x (P(x) = R(x)) V Intro:3-7

REGELN FUR DEN
EXISTENZQUANTOR

» Der informellen Regel der Existenzeinfiih-
rung entspricht in F die Existenzquantor-
Einfiihrung (3 Intro):

5(e)

> | IxS(x)

» Dabei steht x fiir irgendeine Variable, c fiir
eine beliebige Konstante (oder einen kom-
plexen Term ohne freie Variable). S(c) ergibt
sich aus S(x) durch die Ersetzung aller freien
Vorkommnisse von x durch c. Es kann in S(x)
aber auch noch weitere Vorkommen von ¢
geben (so dass man etwa von R(c, ¢) auf Ix
R(x, c) schlieBen kann).

10

» Der informellen Regel der existenziellen
Instanziation entspricht in F die Existenz-
quantor-Beseitigung (3 Elim):

Ix P(x)

| P(c)

Q

> | Q

= Wieder darf c nicht auBBerhalb des Unterbe-
weises auftauchen, insbesondere nicht in Q!

= Wihrend V Elim Ahnlichkeiten zu A Elim

besitzt, dhnelt 3 Elim der Regel V Elim.
Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass eine
Allaussage eine Art lange Konjunktion, eine
Existenzbehauptung hingegen eine Art lange
Disjunktion darstellt.

12
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* | 1. Vx [Cube(x) — Large(x)]
2. Vx [Large(x) — LeftOf(x, b)]
| 3. 3x Cube(x)

| 4.[€] Cube(e)
5. Cube(e) — Large(e) V Elim: 1
6. Large(e) — Elim: 5,4
7. Large(e) — LeftOf(e, b) V Elim: 2
8. LeftOf(e, b) — Elim:7,6
9. Large(e) A LeftOf(e, b) A Intro: 6,8
10. 3x (Large(x) A LeftOf(x,b)) 3 Intro: 9

» Wie im Falle der informellen Schlussmetho-
den sollen die bei den formalen Schlussregeln
formulierten Einschrankungen Fehlschliisse
(wie etwa von 3x S(x) auf Vx S(x)) verhindern.
Der folgende inkorrekte ,Beweis® zeigt, wes-
halb die Einschréankungen wichtig sind:

11. 3x (Large(x) A LeftOf(x, b)) 3 Elim: 3,
4-10
13 14
| 1. ¥x 3y SameCol(x, y) STRATEGIE UND TAKTIK
2.
— = = Achten Sie stets auf die Bedeutung der Sétze,
3. Jy SameCol(c, y) V Elim: 1 mit denen Sie umgehen.

4.[€] SameCol(c, e)
}g. SameCol(c, e) Reit: 4
6. SameCol(c, €) ?? 3 Elim: 3,4-5
7.Vx SameCol(x, e) V Intro: 2-6
8. Jy ¥x SameCol(x, y) 3 Intro: 7

Zur Auffindung eines formalen Beweises ist es
stets ratsam, zunichst einen informellen Be-
weis zu suchen.

Insbesondere beim Beweis von Allaussagen
der Form Vx (P(x) — Q(x)) bietet es sich an,
riickwérts vorzugehen.

16

» Im Falle von Existenzaussagen 3x S(x) hilft
riickwirts zu arbeiten in der Regel wenig, es
sei denn Sie sehen, wie eine Instanz S(c) der
Aussage aus den Primissen hergeleitet werden
kann.

= Wenn Sie nicht weiter wissen, ist es vielleicht
hilfreich, einen Beweis durch Widerspruch
auszuprobieren.

Uberfiihrt man einen informellen Beweis in
einen formalen, ist zu beachten, dass in infor-
mellen Beweisen oft einfache Schritte wie

3 Intro ausgelassen werden, da sie auf der
Hand liegen.

» In informellen Beweisen deuten bestimmte
Formulierungen oftmals darauf hin, welche
formalen Schritte den informellen entspre-
chen. Bezieht man sich etwa mit einem Pro-
nomen auf ein Objekt, dessen Existenz bereits
bewiesen wurde, deutet dies auf 3 Elim hin.

18
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*» Beispiel: » Ein Widerspruch zur Annahme ergébe sich,
—x P(x) wenn man Vx P(x) zeigen konnte. Um dies zu
"Elx “P(x) zeigen, wihlt man ein beliebiges Ding c, fiir
das man P(c) zeigen muss.

= Informeller Beweis: » Wie zeigt man nun, dass P(c) gilt? Am besten

* Da ein direkter Beweis in diesem Falle nicht indirekt: Wire —P(c) der Fall, wire auch
sehr aussichtsreich ist, wenn man sich die Ix ~P(x) wahr, was der Annahme unseres
Bedeutungen der Sitze vor Augen fiihrt, indirekten Beweises widerspricht.

versucht man es indirekt und nimmt

~3x <P (x) an. » Also gilt P(c) und somit ¥x P(x), was unserer

Pramisse widerspricht. Also gilt 3x —P(x), was
zu beweisen war.

= Beispiel: | 1. =Vx P(x)
| 1. =¥x P(x) | 2. =3x =P(x)
; 3.
2. Ix=P(x) :
5. P(c)
1. =Vx P(x) 6. Vx P(x) V Intro: 3-5
7. L 1 Intro: 6,1
2. -3dx =P ’
" . x PG 8. 3Ix =P(x) - Intro: 2-7
4. 1
5. Ix =P(x) — Intro: 2—4
21 22
| 1. =Vx P(x) KORREKTHEIT UND
2. —3x —P(x) VOLLSTANDIGKEIT
C
| 3. ~P(c) » Entsprechend dem aussagenlogischen Fall soll
) ) Py, ..., P, F S besagen, dass es einen PL1-
5.3x =P(x) 3 Intro: 4 Beweis von S ausgehend von den Pramissen
16. L 1 Intro: 5,2 Py, ..., P, gibt (also einen Beweis, der die Re-
7.-=P(c) - Intro: 4-6 geln fiir v, 3, =, -, A, vV, —, <~ und | verwen-
8. P(c) = Elim: 7 det).
9. ¥x P(x) V Intro: 3-8
10. L 1 Intro: 9,1
11. 3x =P(x) = Intro: 2-10
23 24
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» Wie im Falle des aussagenlogischen Systems
F;sind auch zwei wichtige Eigenschaften des
Systems F seine Korrektheit sowie seine Voll-
standigkeit.

= Zum einen ist F korrekt; d.h.:

= Wenn Py, ..., P, I S gilt,dann ist S eine PL1-
Folgerung aus P4, ..., P,.

Insbesondere gilt: Wenn F S, dann ist S eine
PL1-Wabhrheit.

» Zum anderen ist F vollstindig; d.h.:
» Wenn S eine PL1-Folgerung aus Py, ..., P, ist,
dann gilt auch Py, ...,P, - S.

» Insbesondere gilt: Wenn S eine PL1-Wahrheit
ist, dann gilt auch - S.

26

BESPRECHUNG DER
PROBEKLAUSUR

= Aufgabe 1. Ubersetzen Sie die folgenden
Séatze in die Kl6tzchensprache!

» 1. Entweder ist a ein Wiirfel oder ein
Tetraeder.
—(Cube(a) < Tet(a))

= 2. Wenn a nicht sowohl ein Wiirfel als auch
klein ist, hat es nicht dieselbe Form wie b.
—(Cube(a) A Small(a)) — —SameShape(a, b)

= 3. a besitzt nur dann dieselbe Form wie b, falls
es weder ein Wiirfel noch grof3 ist.

SameShape(a, b) — —(Cube(a) Vv Large(a))

28

= Aufgabe 2.1 Stellen Sie mit Hilfe von Wahr-
heitstafeln fest, ob die folgende Behauptung
zutrifft: -Q folgt tautologisch aus P V Q und P.

Plaf(P v @ A P - = Q
W|W|| W w F F
W | F W w W W
F|W A% F W F
F F F F W W

» Die Behauptung trifft nicht zu.

Aufgabe 2.3 Stellen Sie mit Hilfe von Wahr-
heitstafeln fest, ob die folgende Behauptung
zutrifft: (P < Q) und =P < Q sind tautolo-
gisch dquivalent.

Q)

o S S =
£ £ 1 m
- 2 2 =]

» Die Behauptung trifft zu.

30
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» Aufgabe 3.1 Aufgrund von P - Rund Q — R
kann (P vV Q) — R hergeleitet werden.

| 1.P—=R
2.Q—=R
[ |3.PvQ
4. P
5. R — Elim: 1,4
6. Q
h. R — Elim: 2,6
8.R V Elim: 3, 4-5,6-7
9. PVvQ)—R — Intro: 3-8

= Aufgabe 3.2 Ausgehend von P — (Q A =Q)
kann —P hergeleitet werden.

| 1.P—=(QA-Q)

2.P

3.QA -Q — Elim: 1,2

4. 1 1 Imtro: 3,3
5. =P - Intro: 2-4

32

= Aufgabe 3.3 Ausgehend von P — Q kann
—Q — —P hergeleitet werden.

*|1.LP—Q
2.-Q
" 3. P
4. Q — Elim: 1,3
5. L 1 Intro:2,4
6.—P = Intro: 3-5
7.-Q — =P — Intro:2-6

= Aufgabe 4. Ubersetzen Sie die folgenden
Sétze in die Klotzchensprache!

= 1. Alle Wiirfel sind klein.
Vx (Cube(x) — Small(x))

= 2. Alle Objekte sind kleine Wiirfel.
Vx (Cube(x) A Small(x))

» 3. Einige kleinen Objekte sind keine Wiirfel.
Ix (Small(x) A =Cube(x))

34

= Aufgabe 5. Im Folgenden besage G(x) so viel
wie x ist ein Gemadlde, K(x) so viel wie x ist ein
Kunstliebhaber, B(x,y) so viel wie x bewundert
y und R(x, y) so viel wie x ist berithmter als y.
a bezeichne die Mona Lisa (das Gemélde;
kurz: M.L.). Der Gegenstandsbereich sei die
Menge aller Personen und Gemélde. Was be-
sagen die folgenden Sitze umgangssprachlich?

1. ¥x (K(x) — B(x,a))
Alle Kunstliebhaber bewundern die M.L..

2. -3y (G(y) AR(y,a))
Kein Gemailde ist beriihmter als die M.L..

3. Wy ((G(y) Ay #a) = R(a,y))
Die M.L. ist beriihmter als alle anderen
Gemalde.

4. IxVy (G(X) A (K(y) — By, x))

Ein Gemailde wird von allen Kunstliebhabern
bewundert.

36
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» Aufgabe 6.1 Leiten Sie ¥x A(x) — ¥x B(x)
ausgehend von Vx (A(x) — B(x)) her.

= | 1. ¥x (A(x) — B(x))
2. v A(x)
RE!
4. A(c) V Elim: 2
5. A(c) — B(¢) V Elim: 1
6. B(c) — Elim: 4,5
7.¥x B(x) V Intro: 3-6
8. ¥x A(x) — ¥x B(x) — Intro: 2-7

» Aufgabe 6.3 Leiten Sie ¥x A(x) — —3x =A(x)
ohne Annahmen her.

* | LVxA(x)
2. Ix 2A(x)
3.[<] -A(c)
4. A(c) V Elim: 1
5. L 1 Intro:3,4
6. L 3 Elim: 2,3-5
7. =3x 2A(x) = Intro: 2-6

8. ¥x A(x) — —3Ix ~A(x) — Intro: 1-7
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Aufgabe 7. Zeigen Sie mit Hilfe formaler
Beweise, dass die folgenden Behauptungen
zutreffen, oder widerlegen Sie sie mit einem
Gegenbeispiel!

1. Aus Vx (Cube(x) — Small(x)) folgt
Vx (Cube(x) A Small(x)).

Die vermeintliche Konklusion ist etwa falsch
in allen Kldtzchenwelten, in denen es zwar nur
kleine Wiirfel, aber auch einen Tetraeder gibt.
In dieser Welt ist die Pramisse aber wahr, so
dass keine Folgerungsbeziehung vorliegt.

» 2. Aus Vx Jy SameShape(x, y) folgt
Jy Vx SameShape(x, y).

Die Prémisse ist etwa wahr in einer Klotz-
chenwelt, in der es zwei Wiirfel sowie zwei
Tetraeder gibt. Dort ist die vermeintliche
Konklusion aber falsch, da es Objekte mit
unterschiedlichen Formen gibt. Es liegt also
wiederum keine Folgerungsbeziehung vor.

40

= Aufgabe 8. Uberpriifen Sie das folgende
Argument auf Giiltigkeit, indem Sie es in eine
PL1-Sprache iibersetzen und dann einen ent-
sprechenden Beweis fithren oder ein Gegen-
beispiel angeben! (Hinweis: Verwenden Sie
u.a. Pridikate, welche die Eigenschaften x be-
sitzt einen Schliiissel und x hat die Unterlagen
gestohlen ausdriicken.)

41

» Jemand, der einen Schliissel besitzt, hat die
Unterlagen gestohlen. Nur Kassierer oder
Wachminner besitzen Schliissel. Also hat ein
Kassierer oder ein Wachmann die Unterlagen
gestohlen.

» Gegenstandsbereich sei die Menge aller
Menschen.
S(x) besage: x besitzt einen Schliiissel,
U(x) besage: x hat die Unterlagen gestohlen;,
K(x) besage: x ist ein Kassierer,
W(x) besage: x ist ein Wachmann.

42
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= Jemand, der einen Schliissel besitzt, hat die
Unterlagen gestohlen. Nur Kassierer oder
Wachmanner besitzen Schliissel. Also hat ein
Kassierer oder ein Wachmann die Unterlagen
gestohlen.

Ix (S(x) A U(x))
Vx (S(x) — (K(x) V W(x)))
Ix ((K(x) VW(x)) AU(x))
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= | 1. 3x (S(x) A U(x))
2.¥x (S(x) — (K(x) V W(x)))
| 3.1<] S(c) A U(c)

4.5(c) A Elim: 3
5.5(c) — (K(c) vV W(c)) Y Elim: 2
6. K(c) V W(c) — Elim: 4,5
7. U(c) A Elim: 3
8. (K(c) v W(c)) A U(c) A Intro: 6,7
9. 3x ((K(x) V W(x)) A U(x)) 3 Intro: 8
10. 3x ((K(x) V W(x)) A U(x)) 3 Elim: 1,
3-9
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Aufgabe 9. Geben Sie fiir jedes der folgenden
Argumente an, ob es sich um eine tautologi-
sche, analytische oder eine PL1-Folgerung
handelt. Geben Sie im Falle einer analytischen
Folgerung eine mit den Ausgangspréamissen
konsistente Zusatzpramisse an, so dass die
Konklusion des Arguments eine PL1-Folge-
rung aus den Ausgangspriamissen und der
Zusatzpramisse ist!
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. 1.
=X A(x) — Ix =A(x)
—3x —=A(x)
Vx A(x)
» Bei dem Argument handelt es sich um eine
tautologische Folgerung.

46

.2

Smaller(a, b)
Smaller(b, c)
Smaller(a, c)

» Bei dem Argument handelt es sich um eine
analytische Folgerung. Nimmt man als Zusatz-
prémisse
Vx Yy Vz ((Smaller(x,y) A Smaller(y, z)) —

Smaller(x, z))

hinzu, ist die Konklusion eine PL1-Folgerung

aus Zusatz- und Ausgangspramissen.
47

UBUNGEN

= Nichste Woche: Abschlussklausur!
(4.2., 14-16 Uhr, HS 12) Bitte geben Sie auf
dem Klausurbogen deutlich(!) Ihren Namen
sowie Thre Matrikelnummer an!

= Bis zum Tutorium bitte folgende Aufgaben auf
Papier 16sen und beim Tutor abgeben: 13.4,
13.5,13.16,13.25,13.26,13.44,13.45,13.49

= Falls Sie iiber die Software verfiigen, sollten
Sie (optional!) auch die ,,Sie sind dran“-Ab-
schnitte bearbeiten!
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